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АННОТАЦИЯ. Для квазилинейного параболического функционально-дифференциального уравнения с
краевыми условиями Неймана, содержащего конечное число преобразований пространственных пе-
ременных, получены достаточные условия существования бифуркации Андронова—Хопфа периодиче-
ских решений, а также разложение решений в ряд по малому параметру. Исследованы спектральные
свойства линеаризованного эллиптического функционально-дифференциального оператора указанной
задачи. Получены необходимые и достаточные условия нормальности таких операторов. Рассматрива-
ются примеры, иллюстрирующие свойства исследуемых операторов.

1. ВВЕДЕНИЕ

Нелинейная оптическая система с преобразованиями поля в двумерной обратной связи описы-
вается задачей Неймана для квазилинейного параболического функционально-дифференциального
уравнения с преобразованиями пространственных переменных [5, 23]. Возникающие в таких си-
стемах устойчивые световые явления могут быть использованы для оптических методов обработки
и хранения информации. С точки зрения приложений в нелинейной оптике представляет интерес
изучение бифуркации периодических решений указанного уравнения. Первые результаты такого
рода были получены в работах [9, 20].
Во многих работах такая задача рассматривалась при наличии одного преобразования простран-

ственных переменных. В работах [7, 9] изучалась одномерная модель на окружности, в которой
преобразование пространственных переменных g являлось поворотом на некоторый угол. В ра-
боте [16] рассматривалась задача на отрезке, а преобразование g являлось отражением простран-
ственной переменной относительно центра отрезка. В работе [20] было изучено существование би-
фуркационных решений в случае, когда пространственная область Q—круг, а преобразование g—
поворот на некоторый угол. В работе [2] рассматривался случай, когда область Q—круг, а пре-
образование g является суперпозицией преобразований поворота и радиального сжатия. Случай
произвольной области Q с гладкой границей и гладкого взаимно-однозначного преобразования g
общего вида рассматривался в работах [12, 21] в предположении, что линеаризованный эллип-
тический функционально-дифференциальный оператор задачи— нормальный. В работе [13] были
получены необходимые и достаточные условия нормальности таких операторов. В работах [1, 14]
без предположения нормальности линеаризованного оператора была рассмотрена задача для произ-
вольной области Q с гладкой границей и гладкого взаимно-однозначного преобразования g общего

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, грант № 04-01-00256.

c©2007 РУДН

5



6 Е. М. ВАРФОЛОМЕЕВ

вида. В работе [10] был изучен случай, когда Q—произвольная область с гладкой границей, а пре-
образование g задано в обобщенном виде с помощью некоторого функционала и, вообще говоря,
не является обратимым.
При наличии двух гладких взаимно-однозначных преобразований пространственных перемен-

ных общего вида в работах [3, 4, 22] были получены необходимые и достаточные условия нор-
мальности линеаризованного эллиптического функционально-дифференциального оператора зада-
чи. Аналогично результатам работы [13] было доказано, что при некоторых условиях такой опе-
ратор нормален тогда и только тогда, когда преобразования переменных являются аффинными с
ортогональными матрицами. Для этого оказалось необходимым рассмотреть различные варианты
взаимодействия двух преобразований пространственных переменных.
В настоящей работе получены достаточные условия существования бифуркации Андронова—

Хопфа периодических решений квазилинейного параболического функционально-дифференциаль-
ного уравнения при наличии конечного числа гладких взаимно-однозначных преобразований про-
странственных переменных общего вида (см. раздел 6). Эти условия обобщают результаты ра-
боты [14] на случай конечного числа преобразований пространственных переменных. Для этого
используются методы исследования бифуркации Андронова—Хопфа в бесконечномерных задачах,
развитые в работах [18, 19].
Кроме того, получены необходимые и достаточные условия нормальности линеаризованного эл-

липтического функционально-дифференциального оператора задачи с конечным числом гладких
взаимно-однозначных преобразований пространственных переменных общего вида (см. раздел 4).
Эти условия обобщают результаты работ [3, 4, 22] на случай конечного числа преобразований
пространственных переменных. Как и в указанных работах, рассматриваются все варианты взаи-
модействия преобразований пространственных переменных.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим квазилинейное параболическое функционально-дифференциальное уравнение с ко-
нечным числом преобразований переменных в младших членах:

∂u(x, t)
∂t

+ u(x, t) = DΔu(x, t) +K
(
1 +

N∑
i=1

γi cos(u(gi(x), t))
)
, x ∈ Q, t ∈ R. (2.1)

Здесь Q ⊂ Rn (n � 2) — ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞; D,K, γ1, . . . , γN ∈ R—по-
стоянные коэффициенты, не равные нулю; gi : V → gi(V )—взаимно-однозначные преобразования,
V ⊂ Rn, Q ⊂ V . Всюду далее будем предполагать, что выполнено следующее условие.

Условие 2.1. gi(Q) ∩Q �= ∅, gi(x) �≡ x (x ∈ Q), i = 1, . . . , N.

Уравнение (2.1) рассматривается с краевыми условиями Неймана

∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Q×R

= 0, (2.2)

где ν̃ = (ν, 0), ν — единичный вектор внешней нормали к ∂Q в точке x.
В случае, если gi(Q) \ Q �= ∅ при некоторых i, зададим значения неизвестной функции u(x, t)

вне области Q:

u(gi(x), t) = 0, x ∈ {x ∈ Q : gi(x) /∈ Q}, t ∈ R, i = 1, . . . , N. (2.3)

В соответствии с этим введем линейные операторы Gi, i = 1, . . . , N, по формуле

(Giu)(x, t) =

{
u(gi(x), t), x ∈ {x ∈ Q : gi(x) ∈ Q},
0, x ∈ {x ∈ Q : gi(x) /∈ Q}.

Также будем предполагать, что выполнено следующее условие.

Условие 2.2. Операторы Gi : Lp(Q) → Lp(Q), i = 1, . . . , N, ограничены.



О СВОЙСТВАХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 7

3. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ

Решение u задачи (2.1)–(2.3) называется пространственно-однородным стационарным реше-
нием, если оно не зависит от x ∈ Q и t ∈ R.
Из уравнений (2.1) и (2.3) для пространственно-однородного стационарного решения w получим

w(x) = K
(
1 +

N∑
i=1

γi cosw(gi(x))
)
, x ∈ Q, (3.1)

w(gi(x)) = 0, x ∈ {x ∈ Q : gi(x) /∈ Q}, i = 1, . . . , N. (3.2)

По определению,
w(x) = const, x ∈ Q. (3.3)

Рассмотрим следующее условие.

Условие 3.1.
∑
i∈K

γi �=
∑

i∈M
γi для любых K,M ⊆ {1, . . . , N} таких, что K �= M.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия 2.1 и 3.1 и существует k такое, что gk(Q) \ Q �= ∅.
Тогда для разрешимости задачи (3.1)–(3.3) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
равенство

K
(
1 +

N∑
i=1

γi

)
= 2πm (3.4)

для некоторого m ∈ Z. В этом случае решение единственно, причем w = 2πm.

Доказательство. Пусть в некоторой точке x0 ∈ Q имеет место gi(x0) ∈ Q, i ∈ K0 ⊆ {1, . . . , N} и
gi(x0) /∈ Q, i ∈ K0 = {1, . . . , N}\K0. В силу условия 2.1 и того, что по условию леммы gk(Q)\Q �= ∅,

можно выбрать точку x1 такую, что gi(x1) ∈ Q, i ∈ K1 ⊆ {1, . . . , N} и gi(x1) /∈ Q, i ∈ K1, причем
K0 �= K1.
Тогда из уравнений (3.1)–(3.3) при x = x0 и x = x1 соответственно получим

w = K
(
1 +

∑
i∈K0

γi cosw +
∑
i∈K0

γi

)
, w = K

(
1 +

∑
i∈K1

γi cosw +
∑
i∈K1

γi

)
. (3.5)

Приравнивая правые части этих уравнений, придем к равенству∑
i∈K0

γi cosw +
∑
i∈K0

γi =
∑
i∈K1

γi cosw +
∑
i∈K1

γi,

откуда, приводя подобные слагаемые и учитывая, что K1 \ K0 = K0 \ K1, получим( ∑
i∈K0\K1

γi −
∑

i∈K1\K0

γi

)
cosw =

∑
i∈K0\K1

γi −
∑

i∈K1\K0

γi.

В силу условия 3.1 имеем cosw = 1, w = 2πm (m ∈ Z). Тогда из соотношений (3.5) получим (3.4).

Замечание 3.1. Пусть условие 3.1 не выполняется, т. е. существуют такие K и M, K �= M,
что

∑
i∈K

γi =
∑

i∈M
γi. Без ограничения общности предположим, что K ∩M = ∅. Тогда существуют

преобразования g1, . . . , gN такие, что задача (3.1)–(3.3) имеет решения, отличные от решений,
описанных в лемме 3.1.

Доказательство. Действительно, разобьем область Q на две подобласти Q1 и Q2 такие, что
Q1 ∪Q2 = Q и Q1 ∩Q2 = ∅. Пусть

gi(Q1) ∩Q = ∅, gi(Q2) ⊆ Q, i ∈ K;

gi(Q2) ∩Q = ∅, gi(Q1) ⊆ Q, i ∈ M;

gi(Q) ⊆ Q, i ∈ {1, . . . , N} \ (K ∪M).
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Тогда из уравнений (3.1)–(3.3) при x1 ∈ Q1 и x2 ∈ Q2 соответственно получим

w = K
(
1 +
∑
i∈K

γi cosw +
∑
i∈K

γi

)
, w = K

(
1 +

∑
i∈M

γi cosw +
∑
i∈M

γi

)
.

Поскольку из равенства
∑
i∈K

γi =
∑

i∈M
γi = b следует

∑
i∈K

γi =
∑

i∈M
γi = a, то каждое из полученных

уравнений тождественно уравнению

w = K (1 + a cosw + b) ,

которое, очевидно, имеет не менее одного решения при любых K, a, b.

Будем считать K бифуркационным параметром. Пусть w—решение задачи (3.1)–(3.3) для неко-
торого значения параметра K. Положим u(x, t) = w + v(x, t). Тогда

vt = Lv + N (v), (3.6)

где

Lv = DΔv − v −K

N∑
i=1

γivgi sinwgi , (3.7)

N (v) = K
N∑

i=1

γi

(
cos(wgi + vgi) − coswgi + vgi sinwgi

)
. (3.8)

Здесь vgi = v(gi(x)), wgi = w(gi(x)).
Обозначим через W k

p (Q) (W̃ k
p (Q)) пространство Соболева вещественнозначных (комплексно-

значных) функций с обобщенными производными вплоть до порядка k из Lp(Q) (L̃p(Q)). Сим-
вол ˜ всюду будет указывать на пространства комплекснозначных функций либо на операторы,
действующие в таких пространствах.
Рассмотрим линеаризованный оператор L : Lp(Q) → Lp(Q) с областью определения D(L) =

{v ∈W 2
p (Q) : ∂v/∂ν

∣∣
∂Q

= 0}, определенный по формуле (3.7). Введем также оператор L̃ : L̃p(Q) →
L̃p(Q) с областью определения D(L̃) = {v ∈ W̃ 2

p (Q) : ∂v/∂ν
∣∣
∂Q

= 0} по формуле L̃ = Lv1 + iLv2,
где v1, v2 ∈ D(L), v = v1 + iv2.
Если выполнены условия леммы 3.1, то в силу этой леммы

wgi = w(gi(x)) =

{
2πm (m ∈ Z), gi(x) ∈ Q,

0, gi(x) /∈ Q

и sinwgi = 0. Тогда L̃v = DΔv − v. Известно, что оператор L̃ : L̃2(Q) → L̃2(Q), определенный по
этой формуле, является самосопряженным, имеет дискретный спектр σ(L̃), и σ(L̃) ⊂ (−∞, 0). По
теореме из [15, п. 5.4.4] спектр оператора L̃ : L̃p(Q) → L̃p(Q) не зависит от p. Таким образом, если
выполнены условия леммы 3.1, то

1. задача (2.1)–(2.3) имеет пространственно-однородное стационарное решение тогда и только

тогда, когда K = 2πm
(
1 +

N∑
i=1

γi

)−1
, m ∈ Z;

2. спектр линеаризованного оператора L̃ : L̃p(Q) → L̃p(Q) вещественный и дискретный.

Следовательно, задача (2.1)–(2.3) не имеет бифуркационного семейства периодических решений
в окрестности пространственно-однородного стационарного решения.
Поскольку условие 3.1 выполнено при почти всех γ1, . . . , γN ∈ Rn, то будем предполагать, что

выполнено следующее условие, являющееся необходимым для существования бифуркационного
семейства периодических решений.

Условие 3.2. gi(Q) ⊆ Q, i = 1, . . . , N.
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Тогда пространственно-однородное стационарное решение задачи (2.1)–(2.3) удовлетворяет
трансцендентному уравнению

w = K
(
1 +

N∑
i=1

γi cosw
)
. (3.9)

Условие 3.3. 1 + K̂ sin ŵ
N∑

i=0
γi �= 0, где ŵ—решение уравнения (3.9) для K = K̂.

Из теоремы о неявной функции вытекает следующее утверждение (см. лемму 2 в [9]).

Лемма 3.2. Пусть выполнено условие 3.3. Тогда для некоторого κ0 > 0 существует анали-
тическая функция w = w(κ), κ ∈ (−κ0,κ0), удовлетворяющая уравнению (3.9) при K = K̂+κ,
причем w(0) = ŵ.

Обозначим через Cσ
2π(X) пространство всех σ-непрерывных по Гельдеру 2π-периодических

функций ϕ : R → X с нормой

‖ϕ‖Cσ
2π(X) = sup

0�t�2π
‖ϕ(t)‖X + sup

0�s<t�2π

‖ϕ(t) − ϕ(s)‖X

(t− s)σ
,

где X — вещественное банахово пространство, 0 < σ < 1.
Пусть C1,σ

2π (X)—пространство дифференцируемых функций ϕ : R → X таких, что ϕ и ϕ′
принадлежат Cσ

2π(X). Это банахово пространство с нормой

‖ϕ‖
C1,σ

2π (X)
= sup

0�t�2π
‖ϕ(t)‖X + ‖ϕ′‖Cσ

2π(X).

В работе [14] доказано следующее утверждение.

Лемма 3.3. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2 и 3.2, и пусть Φ ∈ C∞(R)—вещественно-
значная функция такая, что |Φ(m)(y)| � M при y ∈ R, m = 1, 2, . . . , где M > 0 не зависит
от y, m.
Тогда отображения v 
→ Φ(vgi) (i = 1, . . . , N) из Cσ

2π(W 2
p (Q)) в Cσ

2π(Lp(Q)) являются анали-
тическими в каждой точке пространства Cσ

2π(W 2
p (Q)), где p > n/2.

В дальнейшем будем предполагать, что условия 3.2, 3.3 выполняются. Положим K = K̂ + κ.
Тогда по лемме 3.2 в некоторой окрестности точки κ = 0 существует аналитическая функция
w = w(κ), удовлетворяющая уравнению (3.9) для K = K̂ + κ и такая, что w(0) = ŵ. Запишем
решение u(x, t) = u(x, t,κ) задачи (2.1), (2.2) в виде u(x, t,κ) = w(κ) + v(x, t,κ). Уравнение (3.6)
примет вид

vt = f(v,κ), (3.10)

где f(v,κ) = DΔv − v + (K̂ + κ)
N∑

i=1
γi

(
cos(w(κ) + vgi) − cosw(κ)

)
.

Очевидно, fv(0,κ)v = DΔv − v − (K̂ + κ) sinw(κ)
N∑

i=1
γivgi .

Введем оператор L̃(κ) : L̃p(Q) → L̃p(Q) с областью определения D(L̃(κ)) = {v ∈ W̃ 2
p (Q) :

∂v/∂ν
∣∣
∂Q

= 0} по формуле L̃(κ) = fv(0,κ). Обозначим L̃0 = L̃(0) = fv(0, 0). Ясно, что

L̃0v = DΔv − v − K̂ sin ŵ
N∑

i=1

γivgi . (3.11)

Из лемм 3.2, 3.3 вытекает следующее утверждение.

Лемма 3.4. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2, 3.2, 3.3. Тогда отображение (v,κ) 
→ f(v,κ)
из Cσ

2π(W 2
p (Q)) × (−κ0,κ0) в Cσ

2π(Lp(Q)) является аналитическим в некоторой окрестности
точки (0, 0).
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4. НОРМАЛЬНОСТЬ ЛИНЕАРИЗОВАННОГО ОПЕРАТОРА

В этом разделе мы изучим условия нормальности линеаризованного эллиптического функцио-
нально-дифференциального оператора с конечным числом преобразований g1, . . . , gN простран-
ственных переменных. Рассмотрим оператор L̃0 : L̃2(Q) → L̃2(Q) с областью определения
D(L̃0) = {v ∈ W̃ 2

2 (Q) : ∂v/∂ν
∣∣
∂Q

= 0}, заданный по формуле (3.11).
Из свойств нормального оператора с компактной резольвентой следует, что нормальность опе-

ратора L̃0 эквивалентна существованию в L̃2(Q) ортонормированного базиса, состоящего из соб-
ственных функций оператора L̃0 (см. [6, 11], [21, теорема 3.3]). Этот результат также справедлив
в случае любого конечного числа преобразований переменных.
В работах [12, 21] существование такого базиса лежало в основе доказательства возникно-

вения бифуркации Андронова—Хопфа периодических решений задачи (2.1)–(2.3) при N = 1.
В настоящей работе возникновение бифуркации Андронова—Хопфа периодических решений за-
дачи (2.1)–(2.3) будет доказано без предположения нормальности оператора L̃0 методом, развитым
в работах [14, 18, 19].

4.1. Определения. Обозначим через Jgi(x) = [∂gip/∂xq]np,q=1 матрицу Якоби преобразования gi,

а через |Jgi(x)| = |detJgi(x)|—модуль ее определителя, i = 1, . . . , N.
Введем дополнительное ограничение на преобразования g1, . . . , gN , определенные в разделе 2.

Условие 4.1. gi ∈ C3, |Jgi(x)| �= 0, x ∈ V, i = 1, . . . , N

Всюду в разделе 4 будем предполагать, что выполнены условия 3.2 и 4.1.
Введем неограниченный оператор A0 : L̃2(Q) → L̃2(Q), действующий по формуле

A0v = Δv,

с областью определения D(A0) = {v ∈ W̃ 2
2 (Q) : Bv = 0}. Здесь оператор Bv = v|∂Q или Bv =

(∂v/∂ν)|∂Q задает краевые условия, ν — единичный вектор внешней нормали к ∂Q в точке x ∈ ∂Q.
Как известно, оператор A0 — самосопряженный.
Рассмотрим оператор A : L̃2(Q) → L̃2(Q),

A = A0 +
N∑

i=1

Ai,

где Ai, i = 1, . . . , N —ограниченные линейные операторы преобразования переменных, определен-
ные на всем пространстве L̃2(Q) по формуле

Ai : L̃2(Q) → L̃2(Q), Aiv(x) = aiv(gi(x)),

где ai �= 0—вещественные числа, i = 1, . . . , N.
Оператор A называется нормальным, если D(AA∗) = D(A∗A) и

AA∗v = A∗Av

для всех v ∈ D(AA∗).
Положим D(A) = D(A0). Оператор A при соответствующем выборе коэффициентов совпада-

ет с оператором L̃0 + I. Очевидно, что нормальность оператора A эквивалентна нормальности
оператора L̃0.
Введем множества Gm

gi
= {x ∈ Q : gm

i (x) �= x}, m = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N. Здесь gm
i (x) обозначает

преобразование gi, примененное m раз. Обозначим Ĝm
gi

= Q\Gm
gi
. Будем записывать суперпозицию

преобразований в виде gigj(x), g−1
i gj(x) и т. д.

4.2. Необходимые и достаточные условия нормальности. Сначала введем несколько условий,
которые будут использоваться при формулировке теорем.

Условие 4.2.
∑
i∈K

ai �= 0 для любого подмножества K ⊂ {1, . . . , N} такого, что K �= ∅.

Условие 4.3. gi(x) �= gj
−1(x) для почти всех x ∈ Q и всех i, j = 1, . . . , N, i �= j.



О СВОЙСТВАХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 11

Условие 4.4.
N∑

i,j=1
i<j

αij aiaj �= 0 для любых αij ∈ {0,±1,±2}, не равных одновременно нулю.

Следующие два условия являются более слабыми версиями условий 4.2 и 4.4. Пусть 0 � M � N.

Условие 4.2M .
∑
i∈K

ai �= 0 для любого подмножества K ⊂ {1, . . . ,M} такого, что K �= ∅.

Условие 4.4M .
∑

1�i�M
1�j�N

i<j

αij aiaj �= 0 для любых αij ∈ {0,±1,±2}, не равных одновременно нулю.

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 4.1. Пусть G2
gi
�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N.

1. Если оператор A—нормальный и выполнены условия 4.2 и 4.3, то

gi(x) = Kix+ bi, x ∈ Q, i = 1, . . . , N, (4.1)

где Ki —ортогональные матрицы размера n× n, K2
i �= E, bi ∈ Rn.

2. Если выполнено свойство (4.1) и

gigj(x) = gjgi(x), x ∈ Q, i, j = 1, . . . , N, (4.2)

то оператор A—нормальный.
3. Если выполнены условия 4.2, 4.3 и 4.4, то оператор A является нормальным тогда и
только тогда, когда выполнены свойства (4.1) и (4.2).

Теорема 4.2. Пусть G2
gi

= ∅, i = 1, . . . , N. Тогда gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N, и справедливы
следующие утверждения.
1. Если оператор A—нормальный и выполнено хотя бы одно из условий 4.2, 4.3, то

|Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, i = 1, . . . , N, (4.3)

а оператор A является самосопряженным.
2. Если выполнено свойство (4.3), то оператор A— самосопряженный.

Теорема 4.3. Пусть G2
gi

�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . ,M, а также G2
gi

= ∅, i = M + 1, . . . , N.
Тогда gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N, и справедливы следующие утверждения.
1. Если оператор A—нормальный и выполнены условия 4.2M и 4.3, то

gi(x) = Kix+ bi, x ∈ Q, i = 1, . . . ,M, (4.4)

|Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N, (4.5)

где Ki —ортогональные матрицы размера n× n, K2
i �= E, bi ∈ Rn.

2. Если выполнены свойства (4.4) и (4.5), а также

gigj(x) = gjgi(x), x ∈ Q, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , N, (4.6)

то оператор A—нормальный.
3. Если выполнены условия 4.2M , 4.3 и 4.4M , то оператор A является нормальным тогда и
только тогда, когда выполнены свойства (4.4)–(4.6).

4.3. Комментарии. Теоремы 4.1 и 4.2 являются частными случаями теоремы 4.3 при M = N
и M = 0 соответственно. В случае M = 0 (теорема 4.2) оказалось возможным дополнительно
усилить результат теоремы 4.3, заменив нормальность на самосопряженность, а условие 4.3 на
условие 4.2.
Условие 4.4 достаточно громоздко, однако оно выполняется для почти всех векторов (a1, . . . , aN ),

исключая только множество меры нуль в RN (конечное число гиперповерхностей). С другой сто-
роны, многие простые наборы коэффициентов a1, . . . , aN не удовлетворяют условию 4.4 (например,
коэффициенты a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3). Трудность заключается в том, что условие 4.4 при
больших N практически невозможно проверить: речь идет о 5N(N−1)/2 − 3N(N−1)/2 неравенствах.
Условие 4.4 требуется только для того, чтобы доказать, что свойство (4.2) в теореме 4.1 следует из
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нормальности оператора A. Аналогично, условие 4.4M требуется только для того, чтобы доказать,
что свойство (4.6) в теореме 4.3 следует из нормальности оператора A.
Доказательства необходимых и достаточных условий нормальности оператора A приводятся в

пунктах 4.5–4.7.
В этом пункте мы рассмотрим пример чисел a1, . . . , aN , удовлетворяющих условию 4.4. Фактиче-

ски, будут сформулированы некоторые достаточные условия, при который выполняется условие 4.4.
Сначала докажем некоторые предложения.

Предложение 4.1. Пусть {bk}∞k=0, bk = b0q
k — геометрическая прогрессия в R со знаменате-

лем q � 2. Тогда для любой конечной подпоследовательности {bk1 , bk2 , . . . , bkN
} (0 � k1 < k2 <

. . . < kN <∞) и любых чисел αi ∈ R, αi �= 0, i = 1, . . . , N, таких, что

max
1�i�N

|αi|
min

1�i�N
|αi| � m, 1 � m � q − 1,

следующая линейная комбинация чисел не обращается в нуль:

α1bk1 + α2bk2 + . . .+ αNbkN
�= 0.

Доказательство. Достаточно доказать, что

|α1bk1 + α2bk2 + . . .+ αN−1bkN−1
| < |αNbkN

|. (4.7)

Разделим обе части неравенства (4.7) на |αN |. Тогда, используя определение чисел {α1, . . . , αN},
оценим левую часть неравенства:∣∣∣∣∣

N−1∑
i=0

αi

αN
bki

∣∣∣∣∣ �
N−1∑
i=0

∣∣∣∣ αi

αN
bki

∣∣∣∣ � m
N−1∑
i=0

|bki |.

В силу этой оценки неравенство (4.7) следует из неравенства

m
N−1∑
i=0

|bki | < |bkN
|. (4.8)

По определению чисел bk, используя формулу для суммы геометрической прогрессии, неравен-
ство (4.8) преобразуется к виду

m
qkN − 1
q − 1

< qkN . (4.9)

Обозначим ε = q − 1 −m. Тогда неравенство (4.9) превращается в неравенство 1 − q < ε(qkN − 1),
которое верно, поскольку q � 2 и 0 � ε � q − 2 в силу условия 1 � m � q − 1.

Используем обозначение Q для множества рациональных чисел.

Предложение 4.2. Для любых p ∈ Q, α1, . . . , αN ∈ Q (таких, что ∃αk �= 0, 1 � k � N) и
n1, . . . , nN ∈ N (n1 < n2 < . . . < nN ) выполнено следующее неравенство:

α1 cos(n1) + α2 cos(n2) + . . .+ αN cos(nN ) �= p.

Доказательство. Напротив, предположим, что существуют числа p ∈ Q, αi ∈ Q и ni ∈ N,
i = 1, . . . , N такие, что n1 < n2 < . . . < nN , ∃αk �= 0, 1 � k � N, при которых

α1 cos(n1) + α2 cos(n2) + . . .+ αN cos(nN ) = p.

Применяя формулу

cosnx = 2 cosx cos(n− 1)x− cos(n− 2)x, n = 2, 3, . . . ,

представим cosni как линейную комбинацию (cos 1)ni , (cos 1)ni−1, . . . , 1 с целыми коэффициента-
ми, i = 1, . . . , N. Тогда получим

α̂nN (cos 1)nN + α̂nN−1(cos 1)nN−1 + . . .+ α̂1 cos 1 = p̂.

Это алгебраическое уравнение с рациональными коэффициентами. Оно не является тождеством,
поскольку легко видеть, что α̂nm �= 0, где m = max{i : αi �= 0}. Однако cos 1— трансцендентное
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число, следовательно, оно не является корнем этого уравнения. Полученное противоречие доказы-
вает предложение.

Следующее предложение дает пример чисел a1, . . . , aN , удовлетворяющих условию 4.4.

Предложение 4.3. Пусть числа

ni = b0q
ki , i = 1, . . . , N,

таковы, что ki ∈ N ∪ {0}, k1 < k2 < . . . < kN , b0, q ∈ N и q � 3. Тогда числа

ai = cosni, i = 1, . . . , N,

удовлетворяют условию 4.4.

Доказательство. Рассмотрим сумму из условия 4.4:
N∑

i,j=1
i<j

αij aiaj =
N∑

i,j=1
i<j

αij cosni cosnj =
1
2

N∑
i,j=1
i<j

αij

(
cos(ni + nj) + cos(ni − nj)

)
. (4.10)

В силу предложения 4.1 из определения чисел n1, . . . , nN следует, что ni ±nj �= nk ±nl для любых
i, j, k, l = 1, . . . , N, i �= j, k �= l, (i, j) �= (k, l). (Действительно, в обозначениях предложения 4.1
мы имеем bki = ni, q � 3, αi ∈ {±1,±2} и m = 2.) Следовательно, при любых αij ∈ Q, не
равных одновременно нулю, сумма в правой части выражения (4.10) состоит из ненулевого числа
косинусов с попарно различными целыми аргументами. Из предложения 4.2 следует, что такая
сумма не равна нулю. Таким образом, условие 4.4 выполняется для чисел a1, . . . , aN .

Следующее предложение описывает некоторый класс чисел, удовлетворяющих условию 4.4.

Предложение 4.4. Пусть a1, . . . , aN —числа, заданные в предложении 4.3. Тогда для любых
â1, . . . , âN ∈ Q и δ ∈ Q, δ �= 0, числа

âi + δai, i = 1, . . . , N,

удовлетворяют условию 4.4.

Доказательство. Рассмотрим сумму из условия 4.4 для чисел âi + δai, i = 1, . . . , N :
N∑

i,j=1
i<j

αij (âi + δai)(âj + δaj) =
N∑

i,j=1
i<j

αij âiâj + δ
N∑

i,j=1
i<j

αij

(
âiaj + âjai

)
+ δ2

N∑
i,j=1
i<j

αijaiaj . (4.11)

Первая сумма в правой части является рациональным числом. Таким же образом, как в доказатель-
стве предложения 4.3, представим вторую и третью суммы в виде линейных комбинаций косинусов
целых аргументов с рациональными коэффициентами. В силу предложения 4.1 из определения чи-
сел n1, . . . , nN следует, что nk �= ni ± nj для любых i, j, k = 1, . . . , N, i < j. (Действительно,
в обозначениях предложения 4.1 мы имеем {bk1 , bk2 , bk3} = {ni, nj , nk}, q � 3, αi ∈ {±1,±2}
и m = 2.) Следовательно, вторая сумма порождает линейную комбинацию косинусов с целыми
аргументами, не равными ни одному из целых аргументов косинусов в линейной комбинации, по-
рожденной третьей суммой. С другой стороны, при доказательстве предложения 4.3 было показано,
что при любых αij ∈ Q, не равных одновременно нулю, линейная комбинация косинусов, поро-
жденная третьей суммой, состоит хотя бы из одного косинуса. Таким образом, для любых αij ∈ Q,
не равных одновременно нулю, правая часть равенства (4.11) состоит из рационального числа и
линейной комбинации с рациональными коэффициентами ненулевого числа косинусов с попарно
различными целыми аргументами. Следовательно, в силу предложения 4.2, выражение (4.11) не
равно нулю. Это доказывает, что условие 4.4 выполняется для чисел âi + δai, i = 1, . . . , N.

Таким образом, можно взять любой набор рациональных чисел â1, . . . , âN , удовлетворяющий
или не удовлетворяющий условию 4.4, и модифицировать его согласно предложению 4.4 (при этом
δ �= 0 можно выбирать сколь угодно малым). Тогда в силу предложения 4.4 модифицированный
набор чисел â1 + δa1, . . . , âN + δaN будет удовлетворять условию 4.4.
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4.4. Вспомогательные утверждения.

Замечание 4.1. Так как D(A0) = D(A∗
0), а линейные операторы Ai, A

∗
i : L̃2(Q) → L̃2(Q),

i = 1, . . . , N, ограничены, мы имеем D(A) = D(A∗) = D(A0).

Лемма 4.1. Оператор A∗
i , сопряженный к оператору Ai, i = 1, . . . , N, определяется по фор-

муле

A∗
i v(x) =

{
ai|Jg−1

i
(x)|v(g−1

i (x)), x ∈ gi(Q),

0, x ∈ Q \ gi(Q),

где |Jg−1
i

(x)| = |det Jg−1
i

(x)|, а Jg−1
i

(x)—матрица Якоби преобразования g−1
i .

Доказательство очевидно: достаточно заменить переменную интегрирования в соответствующем
скалярном произведении в L̃2(Q).

Лемма 4.2. Если G2
gi

= ∅, то gi(Q) = Q.

Доказательство. Действительно, поскольку G2
gi

= ∅, для любой точки x ∈ Q мы имеем x = g2
i (x).

Так как преобразование gi взаимно-однозначно, получим g
−1
i (x) = gi(x). Согласно принятым пред-

положениям, gi(Q) ⊂ Q. Следовательно, любая точка x ∈ Q имеет прообраз g−1
i (x) = gi(x) ∈ Q.

Таким образом, gi(Q) = Q.

Лемма 4.3. Пусть gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N, и для любого x ∈ Q выполнены следующие
условия:

|Jgi(x)| = 1, i = 1, . . . , N, (4.12){
gig

−1
j (x), gjg

−1
i (x)

}
=
{
g−1
i gj(x), g−1

j gi(x)
}
, i, j = 1, . . . , N. (4.13)

Тогда оператор
N∑

i=1
Ai —нормальный.

Доказательство. Используя лемму 4.1, для любых v ∈ L̃2(Q) и i, j = 1, . . . , N при почти всех
x ∈ Q мы получим

AiA
∗
i v(x) = a2

i |Jg−1
i

(gi(x))|v(x), A∗
iAiv(x) = a2

i |Jg−1
i

(x)|v(x),
AiA

∗
jv(x) = aiai|Jg−1

j
(gi(x))|v(g−1

j gi(x)), A∗
iAjv(x) = aiaj |Jg−1

i
(x)|v(gjg

−1
i (x)).

Так как gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N, из условия (4.12) с помощью известного тождества
|Jf (x)| |Jf−1(f(x))|= 1 получим |Jg−1

i
(x)| = 1, x ∈ Q. Тогда для любых v ∈ L̃2(Q) при почти

всех x ∈ Q будем иметь(
N∑

i=1

Ai

)(
N∑

i=1

A∗
i

)
v(x) = v(x)

N∑
i=1

a2
i +

N∑
i,j=1
i<j

aiaj

(
v(g−1

i gj(x)) + v(g−1
j gi(x))

)
,

(
N∑

i=1

A∗
i

)(
N∑

i=1

Ai

)
v(x) = v(x)

N∑
i=1

a2
i +

N∑
i,j=1
i<j

aiaj

(
v(gig

−1
j (x)) + v(gjg

−1
i (x))

)
.

Следовательно, в силу условия (4.13) оператор
N∑

i=1
Ai —нормальный.

Замечание 4.2. Условие (4.13) означает, что для каждого x ∈ Q и i, j = 1, . . . , N верна по
крайней мере одна из следующих систем уравнений:{

gig
−1
j (x) = g−1

i gj(x),
gjg

−1
i (x) = g−1

j gi(x),
(4.14)

{
gig

−1
j (x) = g−1

j gi(x),
gjg

−1
i (x) = g−1

i gj(x).
(4.15)
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Пусть система (4.14) выполнена при некотором x ∈ Q. Поскольку преобразования gi и gj

взаимно-однозначны и gi(Q) = gj(Q) = Q, получим: gig
−1
j (x) = g−1

i gj(x); g2
i g

−1
j (x) = gj(x);

gjg
−2
i (y) = g−1

j (y), где y = gj(x); g−2
i (y) = g−2

j (y);

g2
i (z) = g2

j (z), z = g−2
j (y) = g−1

j (x).

Аналогично, если система (4.15) выполнена при некотором x ∈ Q, получим: gig
−1
j (x) = g−1

j gi(x);
gjgig

−1
j (x) = gi(x); gjg

−1
i g−1

j (y) = g−1
i (y), где y = gi(x); g−1

i g−1
j (y) = g−1

j g−1
i (y);

gigj(z) = gjgi(z), z = g−1
j g−1

i (y) = g−1
j (x).

Таким образом, условие (4.13) означает, что при каждом x ∈ Q и i, j = 1, . . . , N выполнено по
крайней мере одно из равенств

g2
i (x) = g2

j (x), gigj(x) = gjgi(x).

Пример 4.1. Рассмотрим пример оператора A1 + . . . + AN , который не является нормальным,
так как преобразования g1, . . . , gN не удовлетворяют условию (4.13) леммы 4.3. Положим N = 2,
Q = {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 < 4} и рассмотрим преобразования g1 и g2, которые являются
преобразованиями поворота вокруг осей x1 и x2 соответственно:

g1(x) =

⎛⎝ 1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , g2(x) =

⎛⎝ cosψ 0 − sinψ
0 1 0

sinψ 0 cosψ

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ .

Положим ϕ = ψ = π/3 и выберем точку x0 = (0, 0, 1)T . Получим (см. рис. 4.1):

g−1
2 g1(x0) = g−1

2 (0, −
√

3/2, 1/2)T = (
√

3/4, −
√

3/2, 1/4)T ,

g1g
−1
2 (x0) = g1(

√
3/2, 0, 1/2)T = (

√
3/2, −

√
3/4, 1/4)T ,

g−1
1 g2(x0) = g−1

1 (−
√

3/2, 0, 1/2)T = (−
√

3/2,
√

3/4, 1/4)T ,

g2g
−1
1 (x0) = g2(0,

√
3/2, 1/2)T = (−

√
3/4,

√
3/2, 1/4)T .

� x1

�

x2

�

�

�

�

�

−
√

3
2

−
√

3
4

√
3

4

√
3

2

−
√

3
2

−
√

3
4

√
3

4

√
3

2

x0

g−1
1 g2(x0)

g2g
−1
1 (x0)

g−1
2 g1(x0)

g1g
−1
2 (x0)

Рис. 4.1

Выполнены все условия леммы 4.3, кроме условия (4.13). Как было показано в доказательстве
леммы 4.3, нормальность оператора A1 +A2 эквивалентна равенству

v(g−1
2 g1(x)) + v(g−1

1 g2(x)) = v(g2g−1
1 (x)) + v(g1g−1

2 (x)) (4.16)
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для всех v ∈ L̃2(Q) при почти всех x ∈ Q. Выберем достаточно малую окрестность Uδ(x0) и функ-
цию ξ такую, что supp ξ ⊂ g−1

2 g1(Uδ(x0)). Очевидно, функция ξ не удовлетворяет равенству (4.16)
при x ∈ Uδ(x0). Следовательно, оператор A1 +A2 не является нормальным.
Отметим, что рассмотренные g1 и g2 —некоммутирующие аффинные преобразования с ортого-

нальными матрицами. Доказывая лемму 4.5, мы покажем, что для аффинных преобразований с
ортогональными матрицами условие (4.13) эквивалентно коммутативности этих преобразований.

4.5. Доказательство теоремы 4.1.

Лемма 4.4. Пусть G2
gi

�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N. Если оператор A—нормальный и
выполнены условия 4.2 и 4.3, то

gi(x) = Kix+ bi, x ∈ Q, i = 1, . . . , N, (4.17)

где Ki —ортогональные матрицы размера n× n, K2
i �= E, bi ∈ Rn, i = 1, . . . , N.

Доказательство. Получим формулу (4.17) для преобразования g1 (преобразования gi, i = 2, . . . , N,
рассматриваются аналогично). По определению, множества Gm

gi
, m = 1, 2, открытые и G2

gi
⊂ G1

gi
,

i = 1, . . . , N. Выберем точку x0 ∈ G2
g1
. По определению множества G2

g1
, при x = x0 выполнены

следующие неравенства:

g1(x) �= x, (A1) g2
1(x) �= x. (A2)

Поскольку gi(Q) = Q, очевидно, что gi(Ĝ2
gi

) = Ĝ2
gi
, откуда gi(G2

gi
) = G2

gi
, i = 1, . . . , N. Обозначим

Bδ(x0) = {x ∈ Rn : |x−x0| < δ}. Выберем δ > 0 так, чтобы B2δ(x0) ⊂ G2
g1
и выполнены следующие

условия:

B2δ(x0) ∩ g1(B2δ(x0)) = ∅, (B1) B2δ(x0) ∩ g2
1(B2δ(x0)) = ∅. (B2)

1. Предположим, что при x = x0 и i, j = 2, . . . , N (i �= j) выполнены следующие неравенства:

gi(x) �= x, (A3i)

g1(x) �= g−1
i (x), (A5i)

g1(x) �= gig1(x), (A7i)

gi(x) �= gjg1(x), (A9ij)

g1(x) �= gi(x), (A4i)

g2
1(x) �= gi(x), (A6i)

g−1
1 (x) �= g−1

i g1(x), (A8i)

g−1
i (x) �= g−1

j g1(x). (A10ij)

Вследствие непрерывности преобразований gi, i = 1, . . . , N, можно выбрать δ > 0 достаточно
малым, чтобы при i, j = 2, . . . , N (i �= j) удовлетворялись следующие условия:

B2δ(x0) ∩ gi(B2δ(x0)) = ∅, (B3i)

g1(B2δ(x0)) ∩ g−1
i (B2δ(x0)) = ∅, (B5i)

g1(B2δ(x0)) ∩ gig1(B2δ(x0)) = ∅, (B7i)

gi(B2δ(x0)) ∩ gjg1(B2δ(x0)) = ∅, (B9ij)

g1(B2δ(x0)) ∩ gi(B2δ(x0)) = ∅, (B4i)

g2
1(B2δ(x0)) ∩ gi(B2δ(x0)) = ∅, (B6i)

g−1
1 (B2δ(x0)) ∩ g−1

i g1(B2δ(x0)) = ∅. (B8i)

g−1
i (B2δ(x0)) ∩ g−1

j g1(B2δ(x0)) = ∅. (B10ij)

Далее применим подход, использованный в работе [13]. Введем функцию ξ ∈ Ċ∞(Rn) такую,
что 0 � ξ(x) � 1 для всех x ∈ Rn, ξ(x) = 1 при x ∈ g1(Bδ(x0)) и supp ξ ⊂ g1(B2δ(x0)). Положим
u = ξP, где P (x)—некоторый полином. По определению g1, . . . , gN очевидно, что u ∈ Ċ∞(Q) и
u ∈ D(A∗A). Рассмотрим AA∗u и A∗Au. Используя определение функции ξ и учитывая соотноше-
ния supp(Aiu) = g−1

i (suppu) и supp(A∗
iu) = gi(suppu), i = 1, . . . , N, при x ∈ Bδ(x0), i, j = 2, . . . , N

(i �= j), мы получим:

A1A
∗
1u(x) = 0, A∗

1A1u(x) = 0 из условия (B1);

AiA
∗
iu(x) = 0, A∗

iAiu(x) = 0 из условия (B1);

A0A
∗
1u(x) = 0, A∗

1A0u(x) = 0 из условия (B2);

A0Aiu(x) = 0, AiA0u(x) = 0 из условия (B4i);

A0A
∗
iu(x) = 0, A∗

iA0u(x) = 0 из условия (B5i);
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A1A
∗
iu(x) = 0 из условия (B7i);

A∗
1Aiu(x) = 0 из условия (B8i);

AiA
∗
1u(x) = 0 из условия (B6i);

A∗
iA1u(x) = 0 из условия (B3i);

AiA
∗
ju(x) = 0 из условия (B9ij);

A∗
iAju(x) = 0 из условия (B10ij).

Так как оператор A—нормальный, мы имеем AA∗u = A∗Au. Отсюда

A0A1u(x) = A1A0u(x), x ∈ Bδ(x0).

Следовательно,
Δu(g1(x)) = (Δu)(g1(x)), x ∈ Bδ(x0). (4.18)

Дифференцируя сложную функцию u(g1(x)), из уравнения (4.18) мы получим при x ∈ Bδ(x0):
n∑

i=1

n∑
r,s=1

∂2u(g1(x))
∂g1r∂g1s

∂g1r(x)
∂xi

∂g1s(x)
∂xi

+
n∑

i=1

n∑
r=1

∂u(g1(x))
∂g1r

∂2g1r(x)
∂xi

2
=

n∑
r=1

∂2u(g1(x))
∂g1r

2
. (4.19)

Положим полином P (x) равным (xk − g1k(xB))(xm − g1m(xB)), где xB ∈ Bδ(x0)—фиксированная
точка. Тогда из равенства (4.19) при x = xB получим:

n∑
i=1

(
∂g1k(xB)
∂xi

)2

= 1, k = m = 1, . . . , n, (4.20)

n∑
i=1

∂g1k(xB)
∂xi

∂g1m(xB)
∂xi

= 0, k,m = 1, . . . , n, k �= m. (4.21)

Равенства (4.20) и (4.21) можно записать в матричном виде:

Jg1(x
B)JT

g1
(xB) = E. (4.22)

Следовательно,
JT

g1
(xB)Jg1(x

B) = E. (4.23)

Запишем равенство (4.23) в координатном виде:
n∑

i=1

∂g1i(xB)
∂xk

∂g1i(xB)
∂xm

=

{
1, k = m,

0, k �= m,
k,m = 1, . . . , n. (4.24)

Поскольку точка xB ∈ Bδ(x0) выбрана произвольно, получим равенство (4.24) для всех x ∈ Bδ(x0).
Дифференцируя (4.24) по xl, l = 1, . . . , n, для любого x ∈ Bδ(x0) получим

n∑
i=1

∂2g1i(x)
∂xk∂xl

∂g1i(x)
∂xm

+
n∑

i=1

∂g1i(x)
∂xk

∂2g1i(x)
∂xl∂xm

= 0. (4.25)

Циклически переставляя индексы k, l и m в равенстве (4.25), для любого x ∈ Bδ(x0) получим
n∑

i=1

∂2g1i(x)
∂xm∂xk

∂g1i(x)
∂xl

+
n∑

i=1

∂g1i(x)
∂xm

∂2g1i(x)
∂xk∂xl

= 0, (4.26)

n∑
i=1

∂2g1i(x)
∂xl∂xm

∂g1i(x)
∂xk

+
n∑

i=1

∂g1i(x)
∂xl

∂2g1i(x)
∂xm∂xk

= 0. (4.27)

Складывая равенства (4.25) и (4.26) и вычитая равенство (4.27), для любого x ∈ Bδ(x0) получим

2
n∑

i=1

∂2g1i(x)
∂xk∂xl

∂g1i(x)
∂xm

= 0, k, l,m = 1, . . . , n.
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Таким образом, при любых фиксированных k, l и x ∈ Bδ(x0) мы получили однородную систему
линейных алгебраических уравнений с детерминантом detJg1(x) �= 0. Следовательно,

∂2g1i(x)
∂xk∂xl

= 0, i, k, l = 1, . . . , n, x ∈ Bδ(x0). (4.28)

Следовательно, g1i(x), i = 1 . . . , n—линейные функции переменных x1, . . . , xn в Bδ(x0), т. е.

g1(x) = Kx0

1 x+ bx
0

1 , x ∈ Bδ(x0). (4.29)

В силу равенства (4.22) матрица Kx0

1 ортогональная.

Теперь рассмотрим различные случаи, когда нарушаются неравенства (A3i)–(A8i), (A9ij)
и (A10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j). Они обращаются в равенства, а поскольку преобразования gi,
i = 1, . . . , N — гладкие, такие равенства имеют место на замкнутых множествах. Для каждой
граничной точки таких множеств можно построить последовательность внешних точек, имеющую
предел в граничной точке. Переходя к пределу, распространим формулу (4.29) на все такие гранич-
ные точки. Поэтому ниже мы рассмотрим случаи, когда неравенства (A3i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij),
i, j = 2, . . . , N (i �= j), нарушаются на замкнутых множествах с непустой внутренностью. Неравен-
ства (A1), (A2) и условия (B1), (B2) остаются верными во всех рассмотренных ниже случаях.

2. Пусть некоторые из неравенств (A3i), i = 2, . . . , N, нарушаются в окрестности точки x0 ∈ G2
g1
:

gi(x) = x ∀x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2
g1
, i ∈ K3 ⊂ {2, . . . , N}, K3 �= ∅, (A3)

причем для любых x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2
g1
выполняются неравенства (A3i) при i /∈ K3, а неравен-

ства (A4i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j), остаются верными. Выберем достаточ-
но малое δ > 0 такое, что выполняются условия (B3i), i /∈ K3, (B4i)–(B8i), (A9ij) и (A10ij),
i, j = 2, . . . , N (i �= j). Условия (B3i), i ∈ K3, нарушаются. Введем срезающую функцию ξ в об-
ласти g1(B2δ(x0)) так же, как в пункте 1 доказательства. Положим u = ξP, где P (x)—полином.
Поскольку условия (B3i), i ∈ K3, нарушены, при x ∈ Bδ(x0) мы имеем

A∗
iA1u(x) �= 0, i ∈ K3.

Учитывая (A3), при x ∈ Bδ(x0) получим

A∗
iA1u(x) = a1ai|Jg−1

i
(x)|u(g1g−1

i (x)) = a1aiu(g1(x)), i ∈ K3. (4.30)

Поскольку оператор A нормальный, так же, как в пункте 1 доказательства, при x ∈ Bδ(x0) получим

A0A1u(x) +
∑
i∈K3

A∗
iA1u(x) = A1A0u(x). (4.31)

Пусть P (x) = (xk − g1k(xB))(xm − g1m(xB)), где xB ∈ Bδ(x0)—фиксированная точка. При
x ∈ Bδ(x0) и k,m = 1, . . . , n получим

u(g1(x)) = (g1k(x) − g1k(x
B))(g1m(x) − g1m(xB)),[

u(g1(x))
]
xi

= g1kxi
(x)(g1m(x) − g1m(xB)) + g1mxi

(x)(g1k(x) − g1k(x
B)),

откуда

u(g1(x))
∣∣∣
x=xB

=
[
u(g1(x))

]
xi

∣∣∣
x=xB

= 0. (4.32)

Из равенств (4.30) и (4.32) получим

A∗
iA1u(x)

∣∣
x=xB = 0, i ∈ K3.

Тогда из уравнения (4.31) вытекает, что

A0A1u(x)
∣∣
x=xB = A1A0u(x)

∣∣
x=xB . (4.33)

В силу уравнения (4.19) из (4.33) получим соотношения (4.20) и (4.21). Тогда равенства (4.28)
получаются так же, как и в пункте 1 доказательства. Таким образом, представление (4.29) остается
верным.

3. Пусть некоторые из неравенств (A4i), i = 2, . . . , N, нарушаются в окрестности точки x0 ∈ G2
g1
:

g1(x) = gi(x) ∀x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2
g1
, i ∈ K4 ⊂ {2, . . . , N}, K4 �= ∅, (A4)
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причем для любых x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2
g1
выполняются неравенства (A4i) при i /∈ K4, а неравен-

ства (A3i), (A5i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j), остаются верными. Выберем
достаточно малое δ > 0 такое, что выполняются условия (B4i), i /∈ K4, (B3i), (B5i)–(B8i), (A9ij)
и (A10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j). Условия (B4i), i ∈ K4, нарушаются. Введем срезающую функ-
цию ξ в области g1(B2δ(x0)) так же, как в пункте 1 доказательства. Положим u = ξP, где P (x)—
полином. Поскольку условия (B4i), i ∈ K4, нарушены, при x ∈ Bδ(x0) мы имеем

A0Aiu(x) �= 0, AiA0u(x) �= 0, i ∈ K4.

Учитывая (A4), при x ∈ Bδ(x0) и i ∈ K4 получим

A0Aiu(x) = aiΔu(gi(x)) = aiΔu(g1(x)),

AiA0u(x) = ai(Δu)(gi(x)) = ai(Δu)(g1(x)).

Поскольку оператор A нормальный, так же, как в пункте 1 доказательства, при x ∈ Bδ(x0) получим

A0A1u(x) +
∑
i∈K4

A0Aiu(x) = A1A0u(x) +
∑
i∈K4

AiA0u(x),

откуда ⎛⎝a1 +
∑
i∈K4

ai

⎞⎠Δu(g(x)) =

⎛⎝a1 +
∑
i∈K4

ai

⎞⎠ (Δu)(g(x)).

Так как 1 /∈ K4, в силу условия 4.2 получим a1+
∑

i∈K4

ai �= 0. Поэтому имеет место уравнение (4.18).

Тогда мы получим формулу (4.29) так же, как в пункте 1 доказательства.

4. В силу условия 4.3 ни одно из неравенств (A5i), i = 2, . . . , N, не может нарушаться на
множестве с непустой внутренностью, поэтому следующее свойство не имеет места:

g1(x) = g−1
i (x) ∀x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2

g1
, i ∈ K5 ⊂ {2, . . . , N}, K5 �= ∅, (A5)

5. Случаи нарушения остальных неравенств рассматриваются так же, как в пункте 2 доказа-
тельства. Действительно, пусть при x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2

g1
имеет место одно из следующих свойств:

g2
1(x) = gi(x), i ∈ K6 ⊂ {2, . . . , N}, K6 �= ∅, (A6)

g1(x) = gig1(x), i ∈ K7 ⊂ {2, . . . , N}, K7 �= ∅, (A7)

g−1
1 (x) = g−1

i g1(x), i ∈ K8 ⊂ {2, . . . , N}, K8 �= ∅, (A8)

gi(x) = gjg1(x), (i, j) ∈ K9 ⊂ {2, . . . , N} × {2, . . . , N}, i �= j, K9 �= ∅, (A9)

g−1
i (x) = g−1

j g1(x), (i, j) ∈ K10 ⊂ {2, . . . , N} × {2, . . . , N}, i �= j, K10 �= ∅. (A10)

Другими словами, неравенства (A6i), i ∈ K6, или (A7i), i ∈ K7, или (A8i), i ∈ K8, или (A9ij),
(i, j) ∈ K9, или (A10ij), (i, j) ∈ K10, нарушены при x ∈ B2δ(x0), причем остальные неравенства
из (A3i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j), остаются верными при x ∈ B2δ(x0). Выбе-
рем достаточно малое δ > 0, которое удовлетворяет тем условиям (B3i)–(B8i), (B9ij) и (B10ij),
для которых соответствующие неравенства (A3i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij) остаются верными при
x ∈ B2δ(x0). Введем срезающую функцию ξ в области g1(B2δ(x0)) так же, как в пункте 1 до-
казательства. Положим u = ξP, где P (x) = (xk − g1k(xB))(xm − g1m(xB)), а xB ∈ Bδ(x0)—
фиксированная точка. При x ∈ Bδ(x0) получим

в случае (A6): AiA
∗
1u(x) �= 0, i ∈ K6;

в случае (A7): A1A
∗
iu(x) �= 0, i ∈ K7;

в случае (A8): A∗
1Aiu(x) �= 0, i ∈ K8;

в случае (A9): AiA
∗
ju(x) �= 0, (i, j) ∈ K9;

в случае (A10): A∗
iAju(x) �= 0, (i, j) ∈ K10.
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Применяя лемму 4.1 и свойства (A6)–(A10), при x ∈ Bδ(x0) получим

в случае (A6): AiA
∗
1u(x) = a1ai|Jg−1

1
(gi(x))|u(g−1

1 gi(x)) = a1ai|Jg−1
1

(gi(x))|u(g1(x)), i ∈ K6;

в случае (A7): A1A
∗
iu(x) = a1ai|Jg−1

i
(g1(x))|u(g−1

i g1(x)) = a1ai|Jg−1
i

(g1(x))|u(g1(x)), i ∈ K7;

в случае (A8): A∗
1Aiu(x) = a1ai|Jg−1

1
(x)|u(gig

−1
1 (x)) = a1ai|Jg−1

1
(x)|u(g1(x)), i ∈ K8;

в случае (A9): AiA
∗
ju(x) = aiaj |Jg−1

j
(gi(x))|u(g−1

j gi(x)) = aiaj |Jg−1
j

(gi(x))|u(g1(x)), (i, j) ∈ K9;

в случае (A10): A∗
iAju(x) = aiaj |Jg−1

i
(x)|u(gjg

−1
i (x)) = aiaj |Jg−1

i
(x)|u(g1(x)), (i, j) ∈ K10.

Используя равенства (4.32), отсюда получим⎧⎪⎨⎪⎩
AiA

∗
1u(x)

∣∣
x=xB = 0, i ∈ K6; A1A

∗
iu(x)

∣∣
x=xB = 0, i ∈ K7;

A∗
1Aiu(x)

∣∣
x=xB = 0, i ∈ K8; AiA

∗
ju(x)

∣∣
x=xB = 0, (i, j) ∈ K9;

A∗
iAju(x)

∣∣
x=xB = 0, (i, j) ∈ K10.

(4.34)

Поскольку оператор A нормальный, таким же образом, как в пункте 1 доказательства, при
x ∈ Bδ(x0) получим

в случае (A6): A0A1u(x) =
∑

i∈K6

AiA
∗
1u(x) +A1A0u(x);

в случае (A7): A0A1u(x) =
∑

i∈K7

A1A
∗
iu(x) +A1A0u(x);

в случае (A8): A0A1u(x) +
∑

i∈K8

A∗
1Aiu(x) = A1A0u(x);

в случае (A9): A0A1u(x) =
∑

(i,j)∈K9

AiA
∗
ju(x) +A1A0u(x);

в случае (A10): A0A1u(x) +
∑

(i,j)∈K10

A∗
iAju(x) = A1A0u(x).

Учитывая равенства (4.34), в любом из случаев (A6)–(A10) мы получим (4.33). В силу уравне-
ния (4.19) из (4.33) получим соотношения (4.20) и (4.21). Тогда равенства (4.28) получаются так
же, как и в пункте 1 доказательства. Таким образом, представление (4.29) остается верным.

6. Пусть при всех x ∈ B2δ(x0) ⊂ G2
g1
имеет место некоторая комбинация свойств (A3), (A4)

и (A6)–(A10). Свойство (A5) не выполняется, как было доказано в пункте 4 доказательства. В
этом случае, объединяя пункты 2, 3 и 5 доказательства, аналогично получим равенство (4.33).
В силу уравнения (4.19) получим из (4.33) соотношения (4.20) и (4.21). Тогда равенства (4.28)
получаются так же, как и в пункте 1 доказательства. Таким образом, представление (4.29) остается
верным.
Следовательно, преобразование g1 имеет вид (4.29) в окрестности любой точки x0 ∈ G2

g1
.

7. В пунктах 1–6 доказательства было показано, что при выполнении условий леммы пред-
ставление (4.29) имеет место в Bδ(x0) ⊂ G2

g1
без дополнительных ограничений. Поскольку точка

x0 ∈ G2
g1
произвольна, получим

g1(x) = K1jx+ b1j , x ∈ G2j
g1
, (4.35)

где G2j
g1 —открытая связная компонента множества G2

g1
.

Из g1(Q) = Q по определению множества G2
g1
вытекает g1(G2

g1
) = G2

g1
. Следовательно, если

x ∈ G2j
g1 , то g1(x) ∈ G2m

g1
для некоторого m = m(j). Кроме того, поскольку множество G2j

g1 связно,
индекс m не зависит от x. Таким образом,

g2
1(x) = K1mK1jx+K1mb1j + b1m, x ∈ G2j

g1
. (4.36)

Сначала предположим, что G2
g1

= Q. Тогда j принимает единственное значение j = 1. Пред-
положим, что K2

1,1 = E. Тогда g2
1(x) = x + K1,1b1,1 + b1,1 при x ∈ Q. Отсюда K1,1b1,1 + b1,1 = 0.



О СВОЙСТВАХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 21

Следовательно, g2
1(x) = x при x ∈ Q. Это противоречит условию G2

g1
= Q. Таким образом, если

G2
g1

= Q, то g1(x) имеет вид (4.17), где K1 = K1,1 и K2
1 �= E.

Теперь предположим, что Ĝ2
g1

�= ∅. Тогда ∂G2
g1
∩Q = ∂Ĝ2

g1
∩Q. Рассмотрим множество ∂G2

g1
∩Q.

Выберем точку z ∈ ∂G2j
g1 ∩Q. Переходя в равенстве (4.36) к пределу при x→ z (x ∈ G2j

g1), получим

K1mK1jz +K1mb1j + b1m = z. (4.37)

Если K1mK1j = E, то K1mb1j + b1m = 0. Отсюда g2
1(x) = x при x ∈ G2j

g1 . Это противоречит
определению множества G2j

g1 . Следовательно, множество ∂G
2j
g1 ∩ Q принадлежит гиперплоскости

размерности r � n − 1, где r—кратность собственного значения λ = 1 матрицы K1mK1j �= E.
(В случае r = n мы получили бы K1mK1j = E, поскольку матрица K1mK1j ортогональна.) Если
λ = 1 не является собственным значением матрицы K1mK1j , то множество ∂G2j

g1 ∩ Q состоит
из одной точки. Согласно исходному предположению, g1 ∈ C3. С другой стороны, g2

1(x)—кусоч-
но-аффинная функция в Q. Следовательно, Ĝ2

g1
⊂ ∂G2

g1
. Таким образом, g1(x) также является

кусочно-аффинной функцией в Q. Следовательно, g1(x) имеет вид (4.17) при всех x ∈ Q. Более
того, поскольку K1j = K1m = K1, получим, что r � n − 2 и множество G2

g1
состоит из одной

компоненты связности1.

Пример 4.2. Рассмотрим пример, показывающий, что условие 4.3 существенно в лемме 4.4.
При N = 2 рассмотрим оператор A = A0 +A1 +A2. Положим a1 = a2 = a. Выберем взаимно-одно-
значное преобразование g1 такое, что g1(Q) = Q и |Jg1(x)| ≡ 1, x ∈ Q. Тогда |Jg−1

1
(x)| ≡ 1, x ∈ Q.

Положим g2(x) ≡ g−1
1 (x), x ∈ Q. Тогда g2(Q) = Q и |Jg2(x)| ≡ |Jg−1

2
(x)| ≡ 1, x ∈ Q. Применяя

лемму 4.1, для любых v ∈ D(A) и почти всех x ∈ Q мы получим

A∗v(x) = A∗
0v(x) +A∗

1v(x) +A∗
2v(x) = Δv(x) + a|Jg−1

1
(x)|v(g−1

1 (x)) + a|Jg−1
2

(x)|v(g−1
2 (x) =

= Δv(x) + av(g2(x)) + av(g1(x)) = Av(x).

Оператор A является самосопряженным, следовательно, нормальным. Покажем, что преобразова-
ния g1 и g2 могут не принадлежать классу (4.17). Действительно, положим n = 2 и в единичном
шаре Q = {(x1, x2) ∈ R2 : x2

1 + x2
2 < 1} рассмотрим преобразование квазиповорота

g : (r, ϕ) 
→ (r, ĝ(r, ϕ)),

где r и ϕ—полярные координаты, соответствующие координатам (x1, x2). Используя соотношения

∂

∂x1
= cos(ϕ)

∂

∂r
− sin(ϕ)

r

∂

∂ϕ
,

∂

∂x2
= sin(ϕ)

∂

∂r
+

cos(ϕ)
r

∂

∂ϕ
,

легко показать, что |Jg(r, ϕ)| =
∣∣∣∣ ∂∂ϕĝ(r, ϕ)

∣∣∣∣ . Положим
ĝ(r, ϕ) = ϕ+ r2.

Тогда |Jg(r, ϕ)| ≡ 1. Очевидно, что преобразование g взаимно-однозначно, g(Q) = Q, а обрат-
ное преобразование g−1(x) определяется функцией ĝ(r, ϕ) = ϕ − r2. Непосредственной проверкой
можно убедиться, что g ∈ C3.
Положим g1 = g и g2 = g−1. Таким образом, преобразования g1 и g2 = g−1

1 удовлетворяют всем
условиям леммы 4.4, кроме условия 4.3. Они не имеют вид (4.17) несмотря на то, что оператор A
нормальный.

Замечание 4.3. Легко доказать, что вводя в примере 4.2 преобразования g3, . . . , gN поворота
в R2, удовлетворяющие всем условиям леммы 4.4, включая условие 4.3, мы получим нормальный
оператор A с преобразованиями g1 и g2, построенными в примере 4.2. Это показывает, что и в

1Докажем, что r � n− 2. Пусть матрица K1 имеет спектр σ(K1) =
n⋃

i=1

{λi}, где |λi| = 1 вследствие ортогональности

матрицы. Тогда σ(K2
1 ) =

n⋃
i=1

{λ2
i }. Поскольку K2

1 �= E, ∃λ2
s �= 1, т. е. ∃λs �= ±1. Это значит, что Im λs �= 0, следовательно,

∃λm = λ̄s (так как K1 вещественна) и λ2
m �= 1. Таким образом, существуют два собственных значения матрицы K2

1 , не
равные 1, откуда r � n − 2.
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таком случае условие 4.3 является существенным в лемме 4.4. Более того, мы получим такой же
результат для аналогичных преобразований поворота и квазиповорота вокруг одной оси в Rn.

Предложение 4.5. Пусть числа C1, . . . , CN ∈ R отличны от нуля и удовлетворяют усло-
вию 4.2:

∀K ⊂ {1, . . . , N}
∑
i∈K

Ci �= 0 при K �= ∅. (4.38)

Пусть Q ⊂ V ⊂ Rn и непрерывные отображения f1, . . . , fN , h1, . . . , hN : V → V такие, что
f1(Q), . . . , fN (Q), h1(Q), . . . , hN (Q) ⊂ Q, для любого u ∈ Ċ∞(Q) и любого x ∈ Q удовлетворяют
уравнению

N∑
i=1

Ciu(fi(x)) =
N∑

i=1

Ciu(hi(x)). (4.39)

Тогда
1. ∀x ∈ Q следующие множества точек совпадают1: {f1(x), . . . , fN (x)} = {h1(x), . . . , hN (x)};
2. если fi(x0) �= fj(x0) для всех i, j = 1, . . . , N (i �= j) при некотором x0 ∈ Q, то из равенства
fm(x0) = hl(x0) следует, что Cm = Cl;

3. пусть fm(x0)=hl(x0) при некотором x0 ∈Q. Обозначим Km
f ={i : 1� i�N, fi(x0)= fm(x0)},

Kl
h = {i : 1� i�N, hi(x0) = hl(x0)}. Тогда∑

i∈Km
f

Ci =
∑
i∈Kl

h

Ci. (4.40)

Доказательство. Первое утверждение не означает, что множества функций {f1, . . . , fN} и
{h1, . . . , hN} совпадают. Например, первое утверждение выполнено для функций f1(x) = x1,
f2(x) = −x1 и h1(x) = |x1|, h2(x) = −|x1| при любых x ∈ Rn.
1. Предположим, что первое утверждение неверно. Тогда для некоторого x0 ∈ Q имеет место

{f1(x0), . . . , fN (x0)} �= {h1(x0), . . . , hN (x0)}. Без ограничения общности предположим, что
S(x0) = {f1(x0), . . . , fN (x0)} \ {h1(x0), . . . , hN (x0)} �= ∅.

Рассмотрим любую точку fk1(x
0) ∈ S(x0). В общем случае {k1} ⊆ Kk1

f , где Kk1
f = {i : 1 � i � N,

fi(x0) = fk1(x
0)}. Пусть Bδ(x0) = {x ∈ Rn : |x− x0| < δ}. Обозначим

Uδ =
⋃

i∈Kk1
f

fi(Bδ(x0)).

Поскольку отображения f1, . . . , fN и h1, . . . , hN непрерывны, существует δ > 0 такое, что
fi(x) ∈ S(x) для всех i ∈ Kk1

f при любом x ∈ B2δ(x0) и

U2δ ∩
{

N⋃
i=1

hi(B2δ(x0))

}
= ∅, U2δ ∩

{ ⋃
i/∈Kk1

f

fi(B2δ(x0))

}
= ∅.

Введем срезающую функцию ξ ∈ Ċ∞(Q) такую, что 0 � ξ(x)� 1 для любого x ∈ Q, ξ(x) = 1 при
x ∈ Uδ, supp ξ ⊂ U2δ. Полагая u = ξ, при x ∈ Bδ(x0) получим

C1u(f1(x)) + . . .+ CNu(fN (x)) =
∑

i∈Kk1
f

Ci, C1u(h1(x)) + . . .+ CNu(hN (x)) = 0.

В силу условия (4.38) это противоречит уравнению (4.39), откуда следует справедливость первого
утверждения.
2. Докажем второе утверждение. Из первого утверждения следует, что если fi(x0) �= fj(x0) при

некотором x0 ∈ Q для всех i, j = 1, . . . , N (i �= j), то hi(x0) �= hj(x0) для всех i, j = 1, . . . , N
(i �= j). Рассмотрим некоторую функцию fm, 1 � m � N. В силу первого утверждения
существует единственная функция hl такая, что fm(x0) = hl(x0), 1 � l � N. Обозначим

1Если некоторые точки участвуют в записи больше одного раза, то такая запись определяет одно и то же множество,
например: {1, 1, 2} = {2, 2, 1} = {1, 2}.
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Uδ = fm(Bδ(x0)) ∪ hl(Bδ(x0)). Поскольку отображения f1, . . . , fN и h1, . . . , hN непрерывны, суще-
ствует такое число δ > 0, что

U2δ ∩

⎧⎪⎨⎪⎩
N⋃

i=1
i�=m

fi(B2δ(x0))

⎫⎪⎬⎪⎭ = ∅, U2δ ∩

⎧⎪⎨⎪⎩
N⋃

i=1
i�=l

hi(B2δ(x0))

⎫⎪⎬⎪⎭ = ∅.

Введем срезающую функцию ξ ∈ Ċ∞(Q) такую, что 0 � ξ(x)� 1 при всех x ∈ Q, ξ(x) = 1 при
x ∈ Uδ и supp ξ ⊂ U2δ. Полагая u = ξ, при x ∈ Bδ(x0) получим

C1u(f1(x)) + . . .+ CNu(fN (x)) = Cm, C1u(h1(x)) + . . .+ CNu(hN (x)) = Cl.

Из равенства (4.39) получим Cm = Cl, что доказывает второе утверждение.
3. Третье утверждение является простым обобщением второго. Обозначим

Uδ =
⋃

i∈Km
f

fi(B2δ(x0)) ∪
⋃

i∈Kl
h

hi(B2δ(x0)).

Выберем δ > 0 достаточно малым, чтобы

U2δ ∩

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N⋃

i=1
i/∈Km

f

fi(B2δ(x0))

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ = ∅, U2δ ∩

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N⋃

i=1
i/∈Kl

h

hi(B2δ(x0))

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ = ∅.

Введем срезающую функцию ξ ∈ Ċ∞(Q) такую, что 0 � ξ(x)� 1 при всех x ∈ Q, ξ(x) = 1 при
x ∈ Uδ и supp ξ ⊂ U2δ. Полагая u = ξ, при x ∈ Bδ(x0) получим

C1u(f1(x)) + . . .+ CNu(fN (x)) =
∑

i∈Km
f

Ci, C1u(h1(x)) + . . .+ CNu(hN (x)) =
∑
i∈Kl

h

Ci.

Из равенства (4.39) получим (4.40), что доказывает третье утверждение.

Лемма 4.5. Пусть G2
gi

�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N. Если оператор A нормальный и
выполнены условия 4.2, 4.3 и 4.4, то

gigj(x) = gjgi(x) ∀x ∈ Q, i, j = 1, . . . , N.

Доказательство. Предположения этой леммы повторяют предположения леммы 4.4 с добавлени-
ем условия 4.4.
В силу леммы 4.4 преобразования g1, . . . , gN имеют вид (4.17).
По определению, D(A) = {u ∈ W̃ 2

2 (Q) : Bu = 0}. Следовательно, поскольку gi(Q) = Q,
i = 1, . . . , N, и преобразования g1 . . . , gN имеют вид (4.17), получим A1u, . . . , ANu ∈ D(A),
A∗

1u, . . . , A
∗
Nu ∈ D(A) при u ∈ D(A). Тогда по теореме о гладкости обобщенных решений эл-

липтических уравнений вблизи границы [8, теорема 5.1, раздел 5, глава 2] получим D(AA∗) =
D(A∗A) = {u ∈ W̃ 4

2 (Q) : Bu = BΔu = 0}.
Вследствие нормальности оператора A для любого u ∈ D(AA∗) имеем

(A0 +A1 + . . .+AN )(A0 +A∗
1 + . . .+A∗

N )u = (A0 +A∗
1 + . . .+A∗

N )(A0 +A1 + . . .+AN )u. (4.41)

Из соотношений (4.17) следует, что равенства (4.20), (4.21) тождественно выполняются в Q для
всех преобразований g1, . . . , gN . Тогда, записывая равенство (4.19) для каждого преобразования
g1, . . . , gN , для любого u ∈ D(AA∗) получим

A0Aiu = AiA0u, i = 1, . . . , N. (4.42)

С другой стороны, g−1
i (y) =K−1

i y − K−1
i bi, i = 1, . . . , N. Поскольку матрицы K−1

i также орто-
гональны, из равенств (4.20), (4.21), записанных для обратных преобразований g−1

1 , . . . , g−1
N , и

тождеств |Jg−1
i

(x)| ≡ 1 для любого u ∈ D(AA∗) получим

A0A
∗
iu = A∗

iA0u, i = 1, . . . , N. (4.43)

Учитывая уравнения (4.42) и (4.43), из равенства (4.41) для любого u ∈ D(AA∗) получим

(A1 + . . .+AN )(A∗
1 + . . .+A∗

N )u = (A∗
1 + . . .+A∗

N )(A1 + . . .+AN )u.
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Применяя лемму 4.1 и тождества |Jgi(x)| ≡ 1, i = 1, . . . , N, для любого u ∈ D(AA∗) получим

N∑
i,j=1
i<j

aiaj

(
u(g−1

i gj(x)) + u(g−1
j gi(x))

)
=

N∑
i,j=1
i<j

aiaj

(
u(gig

−1
j (x)) + u(gjg

−1
i (x))

)
. (4.44)

В терминах предложения 4.5 равенство (4.44) содержит функции f1 = g−1
1 g2, f2 = g−1

2 g1, . . . ,
fN(N−1) = g−1

N gN−1 в левой части, функции h1 = g1g
−1
2 , h2 = g2g

−1
1 , . . . , hN(N−1) = gNg

−1
N−1 в пра-

вой части и коэффициенты C1 = C2 = a1a2, C3 = C4 = a1a3, . . . , CN(N−1)−1 = CN(N−1) = aN−1aN .
Из условия 4.4 следует, что условие (4.38) выполнено. Тогда согласно первому утверждению пред-
ложения 4.5 для любого x ∈ Q имеет место {f1(x), . . . , fN(N−1)(x)} = {h1(x), . . . , hN(N−1)(x)}.
С другой стороны, в силу условия 4.4 равенство (4.40) выполняется только в случае p = q и
{Cm1 , . . . , Cmp} = {Cl1 , . . . , Clp} (в отличие от первого утверждения предложения 4.5, здесь имеет-
ся в виду строгое совпадение множеств). Таким образом, для любых i, j = 1, . . . , N и x ∈ Q верна
по крайней мере одна из следующих систем уравнений:{

g−1
i gj(x) = gig

−1
j (x),

g−1
j gi(x) = gjg

−1
i (x),

(4.45)

{
g−1
i gj(x) = gjg

−1
i (x),

g−1
j gi(x) = gig

−1
j (x).

(4.46)

Как было показано в замечании 4.2, из системы (4.45) следует g2
i (x) = g2

j (x), а из системы (4.46)
следует gigj(x) = gjgi(x).
Докажем, что для любых i, j = 1, . . . , N по крайней мере одно из равенств gigj(x) = gjgi(x)

и g2
i (x) = g2

j (x) выполнено для всех x ∈ Q. Действительно, поскольку преобразования g1, . . . , gN

имеют вид (4.17), каждое рассматриваемое равенство в координатной форме являются системой
линейных уравнений. Решением такой системы является гиперплоскость размерности n−r, где r—
ранг матрицы системы. Очевидно, что если каждая точка x ∈ Q является решением по крайней
мере одной из двух систем линейных уравнений, то по крайней мере одна система имеет матри-
цу нулевого ранга. Следовательно, хотя бы одно из равенств gigj(x) = gjgi(x) и g2

i (x) = g2
j (x)

выполняется тождественно в Q.
Докажем, что для любых i, j = 1, . . . , N из тождества g2

i (x) = g2
j (x) (x ∈ Q) следует тожде-

ство gigj(x) = gjgi(x) (x ∈ Q). Действительно, поскольку gi и gj имеют вид (4.17), из тождества
g2
i (x) = g2

j (x) (x ∈ Q) следует K2
i = K2

j . Так как матрица K
2
i ортогональна, она может быть за-

писана в виде K2
i = S−1

i UiSi, где Si —некоторая ортогональная матрица, detSi �= 0, а матрица
Ui = diag(λi1, λi2, . . . , λin)—диагональная с собственными значениями матрицы K2

i на главной
диагонали, причем |λik| = 1, k = 1, . . . , n. Матрица Ui определена с точностью до перестановки
диагональных элементов, а матрица Si определена с точностью до перестановки строк. Положим
Qi = S−1

i ViSi, где Vi = diag(
√
λi1,

√
λi2, . . . ,

√
λin). Очевидно, что Q2

i = K2
i и Qi —ортогональ-

ная матрица, определенная с точностью до выбора одного из пары значений каждого из корней√
λi1, . . . ,

√
λin. Докажем, что не существует других ортогональных матриц с квадратами, равны-

ми K2
i . Действительно, предположим, что существует такая ортогональная матрица Pi, что Pi �= Qi

и P 2
i = K2

i . Тогда Pi = T−1
i WiTi, где Wi = diag(μi1, μi2, . . . , μin), |μik| = 1, k = 1, . . . , n. Отсю-

да P 2
i = T−1

i diag(μ2
i1, μ

2
i2, . . . , μ

2
in)Ti = K2

i . Поскольку представление K
2
i = S−1

i UiSi единственно
с точностью до перестановки диагональных элементов матрицы Ui и строк матрицы Si, отсюда
следует, что {μ2

i1, μ
2
i2, . . . , μ

2
in} = {λi1, λi2, . . . , λin} и матрицы Ti и Si совпадают с точностью до

перестановки строк. Следовательно, Pi = Qi. Таким образом, из равенства K2
i = K2

j следуют пред-
ставления Ki = S−1

i diag(γi1, γi2, . . . , γin)Si и Kj = S−1
i diag(δi1, δi2, . . . , δin)Si, где γ2

ik = δ2ik = λik,
k = 1, . . . , n. Отсюда KiKj = KjKi. Тогда из соотношений (4.17) получим gigj(x) = gjgi(x)+h для
всех x ∈ Q, где h = Kibj + bi − (Kjbi + bj). Поскольку gigj(Q) = gjgi(Q) = Q, получим h = 0 и
gigj(x) = gjgi(x) для всех x ∈ Q.

Пример 4.3. Преобразованиями вида (4.17), удовлетворяющими тождеству gf(x) = fg(x), яв-
ляются преобразования поворота вокруг одной оси в R3. Тождества gf(x) = fg(x) и g2(x) = f2(x)
одновременно выполняются для преобразований поворота вокруг одной оси в R3 на углы α и π+α.
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Лемма 4.6. Пусть G2
gi

�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N. Если преобразования g1, . . . , gN име-
ют вид (4.17) и равенства gigj(x) = gjgi(x), i, j = 1, . . . , N, выполнены для всех x ∈ Q, то
оператор A нормальный.

Доказательство. По определению, D(A) = {u ∈ W̃ 2
2 (Q) : Bu = 0}. Следовательно, посколь-

ку gi(Q) = Q и преобразования g1, . . . , gN имеют вид (4.17), получим A1u, . . . , ANu ∈ D(A),
A∗

1u, . . . , A
∗
Nu ∈ D(A) при u ∈ D(A). Тогда по теореме о гладкости обобщенных решений эллипти-

ческих уравнений вблизи границы [8, теорема 5.1, раздел 5, глава 2] получим D(AA∗) = D(A∗A) =
{u ∈ W̃ 4

2 (Q) : Bu = BΔu = 0}.
Поскольку преобразования g1, . . . , gN имеют вид (4.17), условие (4.12) леммы 4.3 выполняется.

Справедливость условия (4.13) леммы 4.3 следует из соотношений gigj(x) = gjgi(x) для всех
x ∈ Q, i, j = 1, . . . , N. Тогда в силу леммы 4.3 оператор A1 + . . .+AN нормальный. Следовательно,
достаточно доказать, что для любого u ∈ D(AA∗) выполнено равенство

A0(A1 + . . .+AN )u+ (A∗
1 + . . .+A∗

N )A0u = (A1 + . . .+AN )A0u+A0(A∗
1 + . . .+A∗

N )u. (4.47)

Таким же образом, как в доказательстве леммы 4.5, получим (4.42) и (4.43), откуда следует (4.47).

Пример 4.4. Рассмотрим пример, показывающий, что условие 4.2 существенно в лемме 4.4.
Выберем a1, . . . , aN так, чтобы при некотором K ⊂ {1, . . . , N} выполнялось ∑

i∈K
ai = 0. Рассмотрим

такие преобразования g1, . . . , gN , что G2
gi
�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N. Положим gi = g для всех

i ∈ K, где g(x)—некоторое не аффинное преобразование. В любом случае мы получим

Au(x) = Δu+
∑
i/∈K

aiu(gi(x)).

Пусть преобразования gi, i /∈ K, имеют вид (4.17) и являются вращениями вокруг одной оси в Rn.
Тогда преобразования gi, i /∈ K, удовлетворяют всем условиям леммы 4.6, следовательно, в силу
этой леммы оператор A нормальный. Выбирая не равные по модулю углы вращения и подходящее
преобразование g(x), добьемся выполнения условия 4.3 в лемме 4.4.
Таким образом, все предположения леммы 4.4, кроме условия 4.2, выполнены, а преобразования

gi = g, i ∈ K, не имеют вид (4.17).
Пример 4.5. Рассмотрим пример, показывающий, что условие коммутативности преобразова-

ний g1, . . . , gN существенно в лемме 4.6. Рассмотрим область Q, оператор A и преобразова-
ния g1 и g2, введенные в примере 4.1. В таком случае выполняются все условия леммы 4.6,
кроме условия коммутативности. Из доказательства леммы 4.6 следует, что нормальность опе-
ратора A эквивалентна нормальности оператора A1 + A2 для любых u ∈ D(AA∗). Положим
u(x1, x2, x3) = (x1 + x2)ξ(x), где ξ ∈ Ċ∞(R3)— срезающая функция такая, что 0 � ξ � 1, ξ(x) = 1
при x ∈ Q2ε и ξ(x) = 0 при x /∈ Qε. (Здесь Qε ⊂ Q, dist(∂Qε, ∂Q) = ε.) Очевидно, что u ∈ D(AA∗).
Поскольку выполняются все условия леммы 4.3, кроме условия (4.13), в силу примера 4.1 полу-
чим, что оператор A1 + A2 нормален тогда и только тогда, когда равенство (4.16) выполнено при
почти всех x ∈ Q. Выбирая x0 = (0, 0, 1)T и учитывая вычисления из примера 4.1, мы видим, что
равенство (4.16) нарушается, по крайней мере, в окрестности точки x0. Следовательно, при таких
условиях оператор A не является нормальным.

Доказательство теоремы 4.1 следует из лемм 4.4, 4.5 и 4.6.

4.6. Доказательство теоремы 4.2.

Лемма 4.7. Пусть G2
gi

= ∅, i = 1, . . . , N. Тогда gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N, и если оператор A
нормальный и выполнено хотя бы одно из условий 4.2, 4.3, то

|Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, i = 1, . . . , N. (4.48)

Доказательство. Из условия G2
gi

= ∅ в силу леммы 4.2 получим gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N.
Чтобы доказать равенства (4.48), применим метод, использованный в доказательстве леммы 4.4.

Приведем доказательство для преобразования g1 (преобразования g2, . . . , gN рассматриваются ана-
логично). Выберем точку x0 ∈ Q. Отметим, что поскольку G2

gi
= ∅, имеет место равенство
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g−1
i (x) ≡ gi(x) для всех x ∈ Q, i = 1, . . . , N. Следовательно, свойства (A3i) и (A6i) совпадают,
так же как и свойства (A4i) и (A5i), (A7i) и (A8i), (A9ij) и (A10ij). Обозначим их как (A3i,A6i),
(A4i,A5i), (A7i,A8i) и (A9ij ,A10ij).

1. Пусть при x = x0 выполнены условия (A1), (A3i,A6i), (A4i,A5i), (A7i,A8i) и (A9ij ,A10ij),
i, j = 2, . . . , N (i �= j). Условие (A2) не выполняется, так как g2

i (x) ≡ x, i = 1, . . . , N. Выберем
достаточно малое δ > 0 такое, что выполняются условия (B1), (B3i,B6i), (B4i,B5i), (B7i,B8i) и
(B9ij ,B10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j).
Введем срезающую функцию ξ ∈ Ċ∞(Rn) такую, что 0 � ξ(x) � 1 при x ∈ Rn, ξ(x) = 1 при

x ∈ g1(Bδ(x0)) и supp ξ ⊂ g1(B2δ(x0)). Положим u = ξP, где P (x)—полином. Из определения
g1, . . . , gN следует u ∈ D(A∗A). Рассмотрим AA∗u и A∗Au. Используя нормальность оператора A
(т. е. равенство (4.41)), определение функции u и условия (B1), (B3i,B6i), (B4i,B5i), (B7i,B8i)
и (B9ij ,B10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j), так же, как в пункте 1 доказательства леммы 4.4 (с тем
отличием, что нарушается условие (B2)), для любого x ∈ Bδ(x0) получим

A1A0u(x) +A0A
∗
1u(x) = A0A1u(x) +A∗

1A0u(x),

где

A1A0u(x) = a1(Δu)(g1(x)),

A0A1u(x) = a1Δ
(
u(g1(x))

)
,

A0A
∗
1u(x) = a1Δ

(∣∣∣Jg−1
1

(x)
∣∣∣u(g−1

1 (x))
)

= a1Δ (|Jg1(x)|u(g1(x))) ,

A∗
1A0u(x) = a1

∣∣∣Jg−1
1

(x)
∣∣∣ (Δu)(g−1

1 (x)) = a1|Jg1(x)|(Δu)(g1(x)).
Отсюда

Δ
((|Jg1(x)| − 1

)
u(g1(x))

)
=
(|Jg1(x)| − 1

)
(Δu)(g1(x)), x ∈ Bδ(x0).

Используя формулу

Δ[v(x)w(x)] = Δv(x)w(x) + 2(∇v(x),∇w(x)) + v(x)Δw(x),

для любого x ∈ Bδ(x0) получим(|Jg1(x)|−1
)
Δu(g1(x))+

n∑
i=1

(
2
∂|Jg1(x)|
∂xi

∂u(g1(x))
∂xi

+
∂2|Jg1(x)|

∂x2
i

u(g1(x))
)

=
(|Jg1(x)|−1

)
(Δu)(g1(x)).

Пусть P (x) = (xk − g1k(xB))(xm − g1m(xB)), где k,m = 1, . . . , n и xB ∈ Bδ(x0)—фиксированная
точка. Учитывая равенства (4.32), получим((|Jg1(x)| − 1

)
Δu(g1(x))

)∣∣∣∣
x=xB

=
((|Jg1(x)| − 1

)
(Δu)(g1(x))

)∣∣∣∣
x=xB

. (4.49)

Следовательно, имеет место либо |Jg1(x
B)| = 1, либо

Δu(g1(x))
∣∣∣
x=xB

= (Δu)(g1(x))
∣∣∣
x=xB

.

Поскольку точка xB ∈ Bδ(x0) произвольна, в первом случае мы получим

|Jg1(x)| = 1 ∀x ∈ Bδ(x0). (4.50)

Во втором случае, используя равенство (4.19), получим (4.20) и (4.21). Тогда из (4.22) полу-
чим (4.50) так же, как в пункте 1 доказательства леммы 4.4.

2. Как было указано в доказательстве леммы 4.4, в силу условия |Jg1(x)| ∈ C2(Q) достаточно
рассмотреть случаи, когда условия (A1), (A3i,A6i), (A4i,A5i), (A7i,A8i) и (A9ij ,A10ij) нарушаются
на множествах с непустой внутренностью.
Прежде всего отметим, что если условие (A1) нарушается для любого x ∈ Bδ(x0), т. е. g1(x) = x

в Bδ(x0), то равенство (4.50) выполняется тривиальным образом.

3. Если выполнено условие 4.3, то условия (A4i,A5i), i = 2, . . . , N, не могут нарушаться на
множествах с непустой внутренностью.
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Пусть выполнено условие 4.2 и некоторые из условий (A4i,A5i), i = 2, . . . , N, нарушаются в
окрестности точки x0:{

g1(x) = gi(x),
g1(x) = g−1

i (x)
∀x ∈ B2δ(x0), i ∈ K45 ⊂ {2, . . . , N}, K45 �= ∅, (A4, A5)

причем остальные условия (A4i,A5i), i /∈ K45, выполняются при x ∈ B2δ(x0), а условия (A1),
(A3i,A6i), (A7i,A8i) и (A9ij ,A10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j), сохраняются. Выберем достаточно
малое δ > 0 такое, что выполняются условия (B1), (B4i,B5i), i /∈ K45, (B3i,B6i), (B7i,B8i) и
(B9ij ,B10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j). Условия (B4i,B5i), i ∈ K45, нарушаются. Введем срезающую
функцию ξ в области g1(B2δ(x0)) так же, как в пункте 1 доказательства. Положим u = ξP, где
P (x) = (xk − g1k(xB))(xm − g1m(xB)) и xB ∈ Bδ(x0)—фиксированная точка. Поскольку нарушены
условия (B4i,B5i), i ∈ K45, при x ∈ Bδ(x0) получим

A0Aiu(x) �= 0, AiA0u(x) �= 0, A0A
∗
iu(x) �= 0, A∗

iA0u(x) �= 0, i ∈ K45.

Учитывая соотношения (A4, A5), при i ∈ K45 для любого x ∈ Bδ(x0) получим

A0Aiu(x) = aiΔu(gi(x)) = aiΔu(g1(x)),

AiA0u(x) = ai(Δu)(gi(x)) = ai(Δu)(g1(x)),

A0A
∗
iu(x) = aiΔ

(∣∣∣Jg−1
i (x)

∣∣∣u(g−1
i (x))

)
= aiΔ(|Jg1(x)|u(g1(x))),

A∗
iA0u(x) = ai

∣∣∣Jg−1
i (x)

∣∣∣ (Δu)(g−1
i (x)) = ai|Jg1(x)|(Δu)(g1(x)).

Поскольку оператор A нормальный, так же, как в пункте 1 доказательства, при x ∈ Bδ(x0) получим∑
i∈K45∪{1}

(A0Aiu(x) +A0A
∗
iu(x)) =

∑
i∈K45∪{1}

(AiA0u(x) +A∗
iA0u(x)).

Преобразуя это уравнение так же, как в пункте 1 доказательства, учитывая предыдущие соотно-
шения и (4.32), получим⎛⎝ ∑

i∈K45∪{1}
ai

⎞⎠((|Jg1(x)| − 1
)
Δu(g1(x))

)∣∣∣∣
x=xB

=

⎛⎝ ∑
i∈K45∪{1}

ai

⎞⎠((|Jg1(x)| − 1
)
(Δu)(g1(x))

)∣∣∣∣
x=xB

.

Поскольку 1 /∈ K45, в силу условия 4.2 получим равенство (4.49). Тогда равенство (4.50) следует
аналогичным образом.

4. Если условия (A3i,A6i), (A7i,A8i) и (A9ij ,A10ij) нарушаются в некоторой комбинации, то
такой случай рассматривается так же, как в пунктах 5, 6 доказательства леммы 4.4. Единствен-
ное отличие в том, что теперь условие (B2) не выполняется. В результате, используя соотноше-
ния (4.32), будем иметь

(A1A0u(x) +A0A
∗
1u(x))

∣∣
x=xB= (A0A1u(x) +A∗

1A0u(x))
∣∣
x=xB ,

откуда получим равенство (4.49) и, следовательно, (4.50).

Таким образом, имеет место |Jg1(x)| = 1 при почти всех x ∈ Q. Поскольку |Jg1(x)| ∈ C2(Q),
получим |Jg1(x)| = 1 для любого x ∈ Q.

Лемма 4.8. Пусть G2
gi

= ∅, i = 1, . . . , N. Если

|Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, i = 1, . . . , N,

то оператор A самосопряженный.

Доказательство. Из предположений леммы следует, что gi(x) = g−1
i (x), x ∈ Q, i = 1, . . . , N. С

помощью леммы 4.1 получим Ai = A∗
i , i = 1, . . . , N. Поскольку оператор A0 самосопряженный,

оператор A также самосопряженный. В частности, оператор A является нормальным.

Доказательство теоремы 4.2 следует из лемм 4.7 и 4.8.
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4.7. Доказательство теоремы 4.3.

Лемма 4.9. Пусть G2
gi

�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . ,M, а также G2
gi

= ∅, i = M + 1, . . . , N.
Тогда gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N. Если при этом оператор A нормальный и выполнены
условия 4.2M и 4.3, то
1. gi(x) = Kix+ bi, x ∈ Q, где Ki —ортогональные матрицы размера n× n, K2

i �= E, bi ∈ Rn,
i = 1, . . . ,M ;

2. |Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N.

Доказательство. Поскольку G2
gi

= ∅, из леммы 4.2 следует gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N.
Докажем первое утверждение леммы. Приведем доказательство для преобразования g1 (преобра-

зования g2, . . . , gM рассматриваются аналогично). Как и в доказательстве леммы 4.4, выберем точ-
ку x0 ∈ G2

g1
. В этой точке выполнены условия (A1) и (A2). Существует окрестность B2δ(x0) ⊂ G2

g1
,

удовлетворяющая свойствам (B1) и (B2).

1. Так же, как в пункте 1 доказательства леммы 4.4, предположим, что условия (A3i)–(A8i),
(A9ij) и (A10ij) выполняются в точке x0, следовательно, существует достаточно малое δ > 0
такое, что выполняются свойства (B3i)–(B8i), (B9ij) и (B10ij), i, j = 2, . . . , N (i �= j). Поскольку
G2

gi
= ∅, i = M + 1, . . . , N, имеем gi(x) ≡ g−1

i (x), x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N. Следовательно,
условия (A4i) и (A5i) совпадают при i = M +1, . . . , N а также условия (A9ij) и (A10ij) совпадают
при i, j = M +1, . . . , N (i �= j). Таким образом, свойства (B4i) и (B5i), (B9ij) и (B10ij) совпадают
при i, j = M + 1, . . . , N (i �= j).
Справедливы все дальнейшие рассуждения из пункта 1 доказательства леммы 4.4. В соответ-

ствии с ними преобразование g1 оказывается аффинным в окрестности Bδ(x0) точки x0 и удовле-
творяет соотношению (4.29).

2. Как и в доказательстве леммы 4.4, рассмотрим различные случаи нарушения условий
(A3i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij) на множестве с непустой внутренностью при некоторых i, j = 2, . . . , N
(i �= j).
Если имеет место случай (A3), то он рассматривается так же, как в пункте 2 доказательства

леммы 4.4.
Пусть выполнено соотношение (A4). Имеем K4 ⊂ {1, . . . ,M}, так как из условия 4.3 и тождеств

g−1
i (x) ≡ gi(x), i = M+1, . . . , N, следует, что g1(x) �= gi(x) при почти всех x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N.
Следовательно, в силу условия 4.2M случай (A4) рассматривается так же, как в пункте 3 доказа-
тельства леммы 4.4.
Условия (A5i), i = 1, . . . , N, остаются выполненными в силу условия 4.3, поэтому соотноше-

ние (A5) не имеет места.
Если выполнено одно из соотношений (A6)–(A10), то такой случай рассматривается так же, как

в пункте 5 доказательства леммы 4.4.
Любая возможная комбинация соотношений (A3), (A4) и (A6)–(A10) рассматривается так же,

как в пункте 6 доказательства леммы 4.4.

3. Из пункта 7 доказательства леммы 4.4 следует, что преобразование g1(x) имеет вид (4.17) при
всех x ∈ Q. Повторяя рассуждения пунктов 1–3 настоящего доказательства для преобразований
g2, . . . , gM , получим первое утверждение леммы.

Докажем второе утверждение леммы. Приведем доказательство для преобразования gM+1 (пре-
образования gM+2, . . . , gN рассматриваются аналогично). Обозначим через (A1)M+1, (A2)M+1,
(A4i)M+1–(A8i)M+1, (A9ij)M+1 и (A10ij)M+1 условия (A1), (A2), (A4i)–(A8i), (A9ij) и (A10ij),
в которых g1 заменено на gM+1, i, j = 1, . . . , N (i �= j, i, j �= M + 1).
Выберем точку x0 ∈ Q. Отметим, что поскольку g−1

i (x) ≡ gi(x), x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N,
условия (A3i) и (A6i)M+1 совпадают при i = 1, . . . , N. Также при i = M + 1, . . . , N совпадают сле-
дующие условия: (A4i)M+1 и (A5i)M+1, (A7i)M+1 и (A8i)M+1. Кроме того, при i, j = M + 1, . . . , N
совпадают условия (A9ij)M+1 и (A10ij)M+1.

4. Предположим, что при x = x0 выполняются условия (A1)M+1, (A3i), (A4i)M+1–(A8i)M+1,
(A9ij)M+1 и (A10ij)M+1, i, j = 1, . . . , N (i �= j, i, j �= M + 1). Условие (A2)M+1 не выполняется,
поскольку g2

M+1(x) ≡ x. Выберем достаточно малое δ > 0 такое, что выполняются соответствующие
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условия (B1)M+1, (B3i), (B4i)M+1–(B8i)M+1, (B9ij)M+1 и (B10ij)M+1, i, j = 1, . . . , N (i �= j,
i, j �= M + 1).
Введем срезающую функцию ξ ∈ Ċ∞(Rn) такую, что 0 � ξ(x) � 1 при x ∈ Rn, ξ(x) = 1 при

x ∈ gM+1(Bδ(x0)) и supp ξ ⊂ gM+1(B2δ(x0)). Положим u = ξP, где P (x)—некоторый полином. По
определению преобразований g1, . . . , gN очевидно, что u ∈ D(A∗A). Рассмотрим AA∗u и A∗Au. По-
скольку оператор A нормальный (т. е. выполнено равенство (4.41)), в силу определения функции u
и условий (B1)M+1, (B3i), (B4i)M+1–(B8i)M+1, (B9ij)M+1 и (B10ij)M+1, i, j = 1, . . . , N (i �= j,
i, j �= M + 1), так же, как в пункте 1 доказательства леммы 4.4 (с тем отличием, что нарушается
условие (B2)M+1), для любого x ∈ Bδ(x0) получим

AM+1A0u(x) +A0A
∗
M+1u(x) = A0AM+1u(x) +A∗

M+1A0u(x),

где

AM+1A0u(x) = aM+1(Δu)(gM+1(x)),

A0AM+1u(x) = aM+1Δ
(
u(gM+1(x))

)
,

A0A
∗
M+1u(x) = aM+1Δ

(∣∣∣Jg−1
M+1

(x)
∣∣∣u(g−1

M+1(x))
)

= aM+1Δ
(|JgM+1(x)|u(gM+1(x))

)
,

A∗
M+1A0u(x) = aM+1

∣∣∣Jg−1
M+1

(x)
∣∣∣ (Δu)(g−1

M+1(x)) = aM+1|JgM+1(x)|(Δu)(gM+1(x)).

Отсюда

Δ
[(|JgM+1(x)| − 1

)
u(gM+1(x))

]
=
(|JgM+1(x)| − 1

)
(Δu)(gM+1(x)), x ∈ Bδ(x0).

Используя формулу

Δ[v(x)w(x)] = Δv(x)w(x) + 2(∇v(x),∇w(x)) + v(x)Δw(x),

для любого x ∈ Bδ(x0) получим

(|JgM+1(x)| − 1
)
Δu(gM+1(x)) +

n∑
i=1

[
2
∂|JgM+1(x)|

∂xi

∂u(gM+1(x))
∂xi

+
∂2|JgM+1(x)|

∂x2
i

u(gM+1(x))
]

=

=
(|JgM+1(x)| − 1

)
(Δu)(gM+1(x)).

Пусть P (x) = (xk − [gM+1]k(xB))(xm − [gM+1]m(xB)), где k,m = 1, . . . , n а xB ∈ Bδ(x0)—фикси-
рованная точка. Тогда аналогично соотношениям (4.32) мы получим

u(gM+1(x))
∣∣∣
x=xB

=
[
u(gM+1(x))

]
xi

∣∣∣
x=xB

= 0. (4.51)

Из двух последних равенств вытекает[(|JgM+1(x)| − 1
)
Δu(gM+1(x))

]∣∣∣∣
x=xB

=
[(|JgM+1(x)| − 1

)
(Δu)(gM+1(x))

]∣∣∣∣
x=xB

. (4.52)

Следовательно, имеет место либо |JgM+1(x
B)| = 1, либо

Δu(gM+1(x))
∣∣∣
x=xB

= (Δu)(gM+1(x))
∣∣∣
x=xB

.

Поскольку точка xB ∈ Bδ(x0) произвольна, в первом случае мы имеем

|JgM+1(x)| = 1 ∀x ∈ Bδ(x0). (4.53)

Во втором случае, заменяя g1 на gM+1 в равенстве (4.19), мы получим (4.20), (4.21) и (4.22), где g1
заменено на gM+1. Тогда мы также приходим к свойству (4.53).

5. Как было указано в доказательстве леммы 4.4, в силу того, что |JgM+1(x)| ∈ C2(Q), те-
перь достаточно рассмотреть только случаи, когда условия (A1)M+1, (A3i), (A4i)M+1–(A8i)M+1,
(A9ij)M+1 и (A10ij)M+1 нарушаются на множестве с непустой внутренностью.
Во-первых, если условие (A1)M+1 нарушается для любого x ∈ Bδ(x0), т. е. gM+1(x) = x в Bδ(x0),

то свойство (4.53) выполняется тривиальным образом.
Случай (A3) рассматривается так же, как в пункте 2 доказательства леммы 4.4 в сочетании с

пунктом 4 настоящего доказательства, с заменой g1 на gM+1.
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Случай (A4)M+1 не реализуется, так как в силу тождества gM+1(x) ≡ g−1
M+1(x) и условия 4.3

имеет место gM+1(x) �= gi(x) при почти всех x ∈ Q и всех i = 1, . . . , N, i �= M + 1.
Условия (A5i)M+1, i = 1, . . . , N, не нарушаются в силу условия 4.3, поэтому случай (A5)M+1 не

реализуется.
Любой из случаев (A6)M+1–(A10)M+1 рассматривается так же, как в пункте 5 доказательства

леммы 4.4 в сочетании с пунктом 4 настоящего доказательства, с заменой g1 на gM+1 и примене-
нием равенства (4.51).
Любая возможная комбинация случаев (A3), (A4)M+1 и (A6)M+1–(A10)M+1 рассматривается

так же, как в пункте 6 доказательства леммы 4.4 в сочетании с пунктом 4 настоящего дока-
зательства. Единственное отличие в том, что нарушается условие (B2). В результате, используя
равенства (4.51), в любом случае придем к равенству

(AM+1A0u(x) +A0A
∗
M+1u(x))

∣∣
x=xB= (A0AM+1u(x) +A∗

M+1A0u(x))
∣∣
x=xB ,

откуда получим (4.52) и, следовательно, (4.53).

Таким образом, при почти всех x ∈ Q имеет место равенство |JgM+1(x)| = 1. В силу того, что
|JgM+1(x)| ∈ C2(Q), получим |JgM+1(x)| = 1 для любого x ∈ Q. Повторяя пункты 4, 5 настоящего
доказательства для преобразований gM+2, . . . , gN , получим второе утверждение леммы.

Лемма 4.10. Пусть G2
gi

�= ∅ и gi(Q) = Q, i = 1, . . . ,M, а также G2
gi

= ∅, i = M + 1, . . . , N.
Тогда gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N, и если оператор A нормальный и выполнены условия 4.2M ,
4.3 и 4.4M , то

gigi(x) = gigj(x), x ∈ Q, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , N. (4.54)

Доказательство. Предположения этой леммы повторяют предположения леммы 4.9 с добавлени-
ем условия 4.4M .
По лемме 4.9 получим

gi(x) = Kix+ bi, x ∈ Q, i = 1, . . . ,M, (4.55)

где Ki —ортогональные матрицы размера n× n, K2
i �= E, bi ∈ Rn, а также

|Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N. (4.56)

По определению, D(A) = {u ∈ W̃ 2
2 (Q) : Bu = 0}. Из того, что gi(Q) = Q, i = 1, . . . , N, и

преобразования g1 . . . , gN имеют вид (4.55), (4.56) следует, что A1u, . . . , ANu,A
∗
1u, . . . , A

∗
Nu ∈ D(A)

при u ∈ D(A). Тогда по теореме о гладкости обобщенных решений эллиптических уравнений
вблизи границы [8, теорема 5.1, раздел 5, глава 2] получим D(AA∗) = D(A∗A) = {u ∈ W̃ 4

2 (Q) :
Bu = BΔu = 0}.
Из равенств (4.55) следует, что уравнения (4.20), (4.21) для преобразований g1, . . . , gM об-

ращаются в тождества в Q. Подставляя их в равенство (4.19), записанное для преобразований
g1, . . . , gM , для любого u ∈ D(AA∗) получим

A0Aiu = AiA0u, A0A
∗
iu = A∗

iA0u, i = 1, . . . ,M. (4.57)

По условию леммы мы имеем gi(x) ≡ g−1
i (x) для всех x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N. Принимая это

во внимание, из леммы 4.1 и равенств (4.56) получим

Ai = A∗
i , i = M + 1, . . . , N. (4.58)

Значит, для любого u ∈ D(AA∗) имеют место равенства

A0Aiu = A0A
∗
iu, AiA0u = A∗

iA0u, i = M + 1, . . . , N. (4.59)

Учитывая равенства (4.57) и (4.59), из нормальности оператора A для любого u ∈ D(AA∗)
вытекает

(A1 + . . .+AN )(A∗
1 + . . .+A∗

N )u = (A∗
1 + . . .+A∗

N )(A1 + . . .+AN )u,
т. е.

N∑
i,j=1
i<j

(AiA
∗
ju+AjA

∗
iu) +

N∑
i=1

AiA
∗
iu =

N∑
i,j=1
i<j

(A∗
iAju+A∗

jAiu) +
N∑

i=1

A∗
iAiu. (4.60)
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Из свойств (4.55) и (4.56) следует, что |Jgi(x)| ≡ 1, x ∈ Q, i = 1, . . . , N. Тогда в силу леммы 4.1
для любого u ∈ D(AA∗) получим

AiA
∗
iu = A∗

iAiu = a2
iu, i = 1, . . . , N. (4.61)

В силу равенств (4.58) для любого u ∈ D(AA∗) имеем

AiA
∗
ju+AjA

∗
iu = A∗

iAju+A∗
jAiu = AiAju+AjAiu, i = M + 1, . . . , N. (4.62)

С учетом (4.61) и (4.62) для любого u ∈ D(AA∗) запишем равенство (4.60) в виде
M∑

i,j=1
i<j

(AiA
∗
ju+AjA

∗
iu)+

M∑
i=1

N∑
j=M+1

(AiAju+AjA
∗
iu)=

M∑
i,j=1
i<j

(A∗
iAju+A∗

jAiu)+
M∑
i=1

N∑
j=M+1

(A∗
iAju+AjAiu).

Поскольку |Jgi(x)| ≡ 1, x ∈ Q, i = 1, . . . , N, с помощью леммы 4.1 для любого u ∈ D(AA∗) и почти
всех x ∈ Q получим

M∑
i,j=1
i<j

aiaj

(
u(g−1

j gi(x)) + u(g−1
i gj(x))

)
+

M∑
i=1

N∑
j=M+1

aiaj

(
u(gjgi(x)) + u(g−1

i gj(x))
)

=

=
M∑

i,j=1
i<j

aiaj

(
u(gjg

−1
i (x)) + u(gig

−1
j (x))

)
+

M∑
i=1

N∑
j=M+1

aiaj

(
u(gjg

−1
i (x)) + u(gigj(x))

)
. (4.63)

Так же, как в доказательстве леммы 4.5, в силу условия 4.4M и вложения Ċ∞(Q) ⊂ D(AA∗), при-
меняя предложение 4.5 к равенству (4.63), получим, что для всех i, j = 1, . . . ,M верно либо (4.45),
либо (4.46). Поэтому так же, как в доказательстве леммы 4.5 для всех x ∈ Q получим

gigj(x) = gjgi(x), i, j = 1, . . . ,M. (4.64)

Таким же образом, применяя предложение 4.5 к равенству (4.63), получим, что для всех
i = 1, . . . ,M, j = M + 1, . . . , N и x ∈ Q верна по крайней мере одна из систем уравнений:{

gigj(x) = gjgi(x),
g−1
i gj(x) = gjg

−1
i (x),

(4.65)

{
gigj(x) = g−1

i gj(x),
gjgi(x) = gjg

−1
i (x).

(4.66)

Из системы (4.66) следует, что gjgi(x) = gjg
−1
i (x), откуда gi(x) = g−1

i (x), т. е. x ∈ Ĝ2
gi
. С другой

стороны, 1 � i � M, следовательно, преобразование gi имеет вид (4.55). В пункте 7 доказатель-
ства леммы 4.4 было доказано, что для такого gi множество Ĝ2

gi
принадлежит гиперплоскости

размерности r � n−2, а значит, Ĝ2
gi
—множество нулевой меры в Rn. Таким образом, почти всюду

в Q верна система (4.65). Поскольку преобразования g1, . . . , gN непрерывны, для любого x ∈ Q
получим

gigj(x) = gjgi(x), i = 1, . . . ,M, j = M + 1, . . . , N. (4.67)

Равенства (4.64) и (4.67) завершают доказательство.

Пример 4.6. Рассмотрим пример, показывающий, что условие 4.4M существенно в лемме 4.10.
При N = 3, n = 3 рассмотрим оператор A = A0 +A1 +A2 +A3. Положим a1 = a2 = a3 = 1, тогда
условие 4.4M не выполняется. Возьмем следующие ортогональные преобразования:

g1(x) =

⎛⎝ 0 0 −1
0 1 0
1 0 0

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , g2(x) =

⎛⎝ −1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , g3(x) =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ .

Пусть x ∈ Q = {x ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 < 1}. Тогда g1(Q) = g2(Q) = g3(Q) = Q и легко проверить,

что

g2
2(x) = x, g2

3(x) = x, g2g3(x) = g3g2(x), x ∈ Q;

g2
1(x) �= x, g1g2(x) �= g2g1(x), g1g3(x) �= g3g1(x), x ∈ Q \ {x : x1 = 0, x3 = 0}.
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В терминах леммы 4.10 получим, что G2
g1

= Q \ {x : x1 = 0, x3 = 0} �= ∅ и G2
g2

= G2
g3

= ∅.

Коэффициенты a1 = a2 = a3 = 1 удовлетворяют условию 4.2M . Также легко убедиться в том, что
выполнено условие 4.3 (поскольку матрицы ортогональны, обратные преобразования получаются
переходом к транспонированным матрицам).
Докажем, что оператор A нормальный. Для любого x ∈ Q очевидны соотношения

g1g
−1
2 (x) = g−1

1 g3(x), g2g
−1
1 (x) = g−1

3 g1(x), (4.68)

g1g
−1
3 (x) = g−1

2 g1(x), g3g
−1
1 (x) = g−1

1 g2(x). (4.69)

Поскольку g1, g2, g3 —ортогональные преобразования, то так же, как в доказательстве леммы 4.5,
доказывается, что для g1, g2, g3 выполнены равенства (4.42), (4.43). Следовательно, нормальность
оператора A эквивалентна нормальности оператора A1+A2+A3 при u ∈ D(AA∗). Легко проверить,
что оператор A1 +A2 +A3 является нормальным в силу равенств g2g3(x) = g3g2(x), (4.68) и (4.69),
x ∈ Q.
Таким образом, выполнены все условия леммы 4.10, кроме условия 4.4M . Оператор A является

нормальным, однако преобразование g1 не коммутирует с g2 и g3. Следовательно, условие 4.4M

существенно в лемме 4.10.

Пример 4.7. Преобразования g1, g2, g3 в примере 4.6 являются конечными суперпозициями
отражений относительно координатных плоскостей и поворотов на угол π/2 вокруг координатных
осей. Приведем пример преобразований, являющихся конечными суперпозициями только поворо-
тов на угол π/2, и имеющих те же свойства, что и преобразования g1, g2, g3 из примера 4.6:

g1(x) =

⎛⎝ 0 0 −1
0 −1 0
1 0 0

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , g2(x) =

⎛⎝ −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , g3(x) =

⎛⎝ 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

⎞⎠⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ .

Лемма 4.11. Пусть G2
gi
�= ∅, gi(Q) = Q при i = 1, . . . ,M, G2

gi
= ∅ при i = M + 1, . . . , N. Тогда

gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N, и если преобразования g1, . . . , gN таковы, что
1. gi(x) = Kix+ bi, x ∈ Q, где Ki —ортогональные матрицы размера n× n, K2

i �= E, bi ∈ Rn,
i = 1, . . . ,M,

2. |Jgi(x)| = 1, x ∈ Q, i = M + 1, . . . , N,
3. gigj(x) = gjgi(x), x ∈ Q, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , N,

то оператор A нормальный.

Доказательство. Так как G2
gi

= ∅, по лемме 4.2 получим gi(Q) = Q, i = M + 1, . . . , N.
Поскольку преобразования g1, . . . , gN имеют вид (4.55), (4.56), так же, как в доказательстве

леммы 4.10, получим D(AA∗) = D(A∗A) = {u ∈ W̃ 4
2 (Q) : Bu = BΔu = 0}. Повторяя рассуждения

из доказательства леммы 4.10, получим, что оператор A является нормальным тогда и только
тогда, когда равенство (4.63) верно для любого u ∈ D(AA∗). Из условия (3) леммы следует, что
равенство (4.63) верно для любого u ∈ D(AA∗).

Доказательство теоремы 4.3 следует из лемм 4.9, 4.10 и 4.11.

5. СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ЛИНЕАРИЗОВАННОГО ОПЕРАТОРА

Рассмотрим теперь линеаризованный эллиптический функционально-дифференциальный опера-
тор L(κ). В дальнейшем будем предполагать, что выполняется следующее условие.

Условие 5.1. ŵ �= πm, m ∈ Z.

В противном случае оператор L̃0 : L̃2(Q) → L̃2(Q) самосопряженный и, следовательно, его
спектр вещественный.
Введем линейный неограниченный оператор Ã0 : L̃p(Q) → L̃p(Q) с областью определения

D(Ã0) = {v ∈ W̃ 2
p (Q) : ∂v/∂ν

∣∣
∂Q

= 0} по формуле Ã0v = DΔv, v ∈ D(Ã0). Определим также

ограниченный оператор Ã1 : L̃p(Q) → L̃p(Q) по формуле

(Ã1v)(x) =
N∑

i=1

aiv(gi(x)), (5.1)
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где ai = −K̂γi sin ŵ. Очевидно, что L̃0 = Ã0 + Ã1 − I.
Обозначим через B(L̃p(Q)) пространство линейных ограниченных операторов в L̃p(Q). Пусть

‖ · ‖p —норма оператора из B(L̃p(Q)).
Следующая лемма была доказана в работе [14] при N = 1, т. е. для (Ã1v)(x) = av(g(x)).

Лемма 5.1. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2, 3.2, 3.3 и 5.1. Тогда для любого π/2 < θ < π

существует ξ ∈ R такое, что спектр σ(L̃0) ⊂ C \ Sθξ и

‖(L̃0 − λI)−1‖p � M |λ− ξ|−1 (ξ �= λ, λ ∈ Sθξ), (5.2)

где Sθξ = {λ ∈ C : | arg(λ− ξ)| � θ}, а число M > 0 не зависит от λ.
Более того, резольвента (L̃0−λI)−1 : L̃p(Q) → L̃p(Q)—компактный оператор при λ /∈ σ(L̃0).

Следовательно, спектр σ(L̃0) дискретный.

Доказательство. По теореме о лучах минимального роста [17, теорема 2.1] для любого π/2 <

θ < π существует q > 0 такое, что σ(Ã0 − I) ⊂ C \ Ωθq и

‖(Ã0 − I − λI)−1‖p � M1|λ|−1, λ ∈ Ωθq, (5.3)

где M1 > 0 не зависит от λ, Ωθq = {λ ∈ C : | arg λ| � θ, |λ| � q}.
Рассмотрим оператор L̃0 − λI : L̃p(Q) → L̃p(Q), где λ /∈ σ(Ã0 − I). Очевидно,

L̃0 − λI = (Ã0 − I − λI)(I + (Ã0 − I − λI)−1Ã1).

В силу (5.3) имеем
‖(Ã0 − I − λI)−1Ã1‖p � M1‖Ã1‖p · |λ|−1.

При |λ| > 2M1‖Ã1‖p получим ‖(Ã0 − I − λI)−1Ã1‖p � 1/2. Отсюда

‖I + (Ã0 − I − λI)−1Ã1‖p � 1/2,

поэтому
‖(I + (Ã0 − I − λI)−1Ã1)−1‖p � 2.

Следовательно, оператор L̃0 − λI имеет ограниченный обратный (L̃0 − λI)−1 : L̃p(Q) → L̃p(Q)
для λ ∈ Ωθq0 , где q0 = max{2M1‖Ã1‖p, q}. Более того,

‖(L̃0 − λI)−1‖p � 2M1|λ|−1, λ ∈ Ωθq0 . (5.4)

Обозначим ξ = q0/ sin θ. Очевидно, Sθξ ⊂ Ωθq0 и |λ− ξ| � |λ| + |ξ| � |λ| + |λ|/ sin θ для λ ∈ Sθξ.
Поэтому из (5.4) следует (5.2) для M = 2M1(1 + 1/ sin θ).
Компактность резольвенты (L̃0 − λI)−1 : L̃p(Q) → L̃p(Q) для λ /∈ σ(L̃0) следует из теоремы

Банаха об обратном операторе и компактности вложения W 2
p (Q) в Lp(Q). Дискретность спектра

вытекает из теоремы об операторе с компактной резольвентой [6, гл. III, п. 6, теорема 6.29].

Лемма 5.2. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2, 3.2, 3.3 и 5.1. Предположим, что gi ∈ C∞(Q)
и Jgi(x) �= 0, x ∈ Q, где Jgi(x)—якобиан преобразования gi(x), i = 1, . . . , N .
Тогда спектр оператора L̃0 : L̃p(Q) → L̃p(Q) для любого p > 1 удовлетворяет условию

σ(L̃0) ⊂ {λ ∈ C : Reλ � ‖Ã1‖2 − 1, | Imλ| � ‖Ã1‖2}.
Доказательство. 1. Следуя доказательству аналогичной леммы [14, лемма 3.2], вначале докажем,
что спектр оператора L̃0 : L̃p(Q) → L̃p(Q) не зависит от p. Пусть us(x)— собственная функция
оператора L̃0 : L̃p(Q) → L̃p(Q), соответствующая собственному значению λs. Тогда us ∈ W̃ 2

p (Q)
является решением краевой задачи

Δus(x) − us(x) − λsus(x) = −
N∑

i=1

aius(gi(x)), x ∈ Q, (5.5)

∂us

∂ν

∣∣∣∣
∂Q

= 0. (5.6)
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По условию преобразования gi(x) невырожденные и gi ∈ C∞(Q), i = 1, . . . , N . Поэтому правая
часть уравнения (5.5) принадлежит W̃ 2

p (Q). Следовательно, по теореме о гладкости обобщенных ре-
шений эллиптических задач [15, п. 5.4.1] имеем us ∈ W̃ 4

p (Q). Используя эти рассуждения k раз, мы
получим us ∈ W̃ 2+2k

p (Q). В силу произвольности k из теоремы вложения имеем us ∈ C∞(Q). По-
этому us является собственной функцией оператора L̃0 : L̃p1(Q) → L̃p1(Q), соответствующей соб-
ственному значению λs, для любого p1 > 1. Таким образом, спектр оператора L̃0 : L̃p(Q) → L̃p(Q)
не зависит от p.
2. Поскольку спектр оператора L̃0 : L̃p(Q) → L̃p(Q) не зависит от p, рассмотрим оператор

L̃0 : L̃2(Q) → L̃2(Q). Оператор Ã0 : L̃2(Q) → L̃2(Q) самосопряженный. Поэтому, как известно [6,
гл. V, п. 3], спектр σ(Ã0 − I) вещественный и

‖(Ã0 − I − λI)−1‖2 � | Imλ|−1. (5.7)

Так как оператор Ã1 ограничен, получим

‖(Ã0 − I − λI)−1Ã1‖2 � ‖Ã1‖2| Imλ|−1. (5.8)

Очевидно, для λ /∈ σ(Ã0 − I) можно записать

L̃0 − λI = (Ã0 − I − λI)(I + (Ã0 − I − λI)−1Ã1). (5.9)

При | Imλ| � ‖Ã1‖2 из (5.8) получим ‖(Ã0 − I − λI)−1Ã1‖2 � c1, где c1 � 1. Это не позво-
ляет получить оценку вида ‖I + (Ã0 − I − λI)−1Ã1‖2 � c2 > 0, эквивалентную существова-
нию ограниченного оператора (I + (Ã0 − I − λI)−1Ã1)−1. Поэтому из (5.7), (5.9) следует, что
σ(L̃0) ⊂ {λ ∈ C : | Imλ| � ‖Ã1‖2}. Более того, по лемме 5.1 спектр σ(L̃0) дискретный.
Интегрируя по частям, для u ∈ D(L̃0) мы имеем

Re(L̃0u, u)L2(Q) = −D
∫
Q

|∇u|2 dx−
∫
Q

|u|2 dx+ Re
∫
Q

Ã1uu dx � (‖Ã1‖2 − 1)‖u‖2
L2(Q).

Следовательно, σ(L̃0) ⊂ {λ ∈ C : Reλ � ‖Ã1‖2 − 1}.
Лемма 5.3. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2, 3.2, 3.3 и 5.1. Предположим, что преобразо-

вания gi ∈ C1(Q) таковы, что g2
i (x) ≡ x и |Jgi(x)| ≡ 1, x ∈ Q, i = 1, . . . , N.

Тогда оператор L̃0 : L̃2(Q) → L̃2(Q) самосопряженный.

Доказательство. Из условия g2
i (x) ≡ x, x ∈ Q, i = 1, . . . , N, и условия 3.3 следует gi(Q) = Q,

i = 1, . . . , N. Действительно, так как преобразование gi взаимно-однозначно, из g2
i (x) ≡ x получим

g−1
i (x) = gi(x), x ∈ Q. Согласно условию 3.2, gi(Q) ⊂ Q. Следовательно, любая точка x ∈ Q имеет
прообраз g−1

i (x) = gi(x) ∈ Q. Таким образом, gi(Q) = Q.
Поскольку |Jgi(x)| ≡ 1, g2

i (x) ≡ x и gi(Q) = Q, x ∈ Q, i = 1, . . . , N, с помощью замены
переменных yi = gi(x) получим

(Ã1u, v)L̃2(Q) =
N∑

i=1

∫
Q

aiu(gi(x))v(x) dx =
N∑

i=1

∫
Q

u(yi)aiv(g−1
i (yi))|Jg−1

i
(yi)| dyi =

=
N∑

i=1

∫
Q

u(yi)aiu(gi(yi)) dyi = (u, Ã1v)L̃2(Q)

для всех u, v ∈ L̃2(Q).
Таким образом, ограниченный оператор Ã1 : L̃2(Q) → L̃2(Q) самосопряженный. Поскольку

L̃0 = Ã0 − I + Ã1, то оператор L̃0 : L̃2(Q) → L̃2(Q) самосопряженный.
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Как и в разделе 3, при малых κ рассмотрим оператор L̃(κ) : L̃p(Q) → L̃p(Q) с областью
определения D(L̃(κ)) = {v ∈ W̃ 2

p (Q) : ∂v/∂ν
∣∣
∂Q

= 0}, заданный формулой

L̃(κ)v = DΔv − v − (K̂ + κ) sinw(κ)
N∑

i=1

γivgi .

Из леммы 5.1 следует, что оператор L̃(κ) имеет компактную резольвенту. Следовательно, спектр
σ(L̃(κ)) дискретный. Обозначим через λs(κ) = δs(κ) + iωs(κ), s = 1, 2, . . . , собственные значения
оператора L̃(κ). Из [19, лемма 2.1] следует, что δs(κ) и ωs(κ) бесконечно дифференцируемы при
достаточно малых κ.
Будем предполагать, что выполнены следующие условия.

Условие 5.2. λ1(0) = iω̂—простое собственное значение оператора L̃0 : L̃p(Q) → L̃p(Q),
причем ω̂ > 0 и nω̂i /∈ σ(L̃0), n = 0, 2, 3, . . . .

Условие 5.3. δ′1(0) �= 0.

Условие 5.1 следует из условия 5.2. Действительно, при нарушении условия 5.1 оператор L̃0 ста-
новится самосопряженным, а его спектр— вещественным, откуда следует нарушение условия 5.2.
Кроме того, для выполнения условия 5.2 необходимо, чтобы преобразования g1, . . . , gN не удовле-
творяли условиям леммы 5.3.

6. БИФУРКАЦИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

В этом разделе, используя результаты разделов 2, 3 и 5, мы получим достаточные условия су-
ществования бифуркации Андронова—Хопфа периодических решений квазилинейного параболи-
ческого функционально-дифференциального уравнения с конечным числом преобразований про-
странственных переменных.
Чтобы изучать решения уравнения (3.10) с неизвестным периодом, положим τ = ω̂ω(κ)t, где

ω(κ)—неизвестная частота, близкая к 1.
Рассмотрим теперь 2π-периодические решения уравнения

vτ = (ω̂ω(κ))−1f(v(τ),κ), τ ∈ R.

Обозначим W 2
p,N (Q) = {v ∈W 2

p (Q) : ∂v/∂ν
∣∣
∂Q

= 0}.
Из [19, теорема 2.2], [14, теорема 4.1] и лемм 3.4, 5.1 вытекает следующий результат.

Теорема 6.1. Пусть выполняются условия 2.1, 2.2, 3.2, 3.3, 5.2, 5.3. Зафиксируем σ ∈ (0, 1) и
p > n/2.
Тогда существуют ε0 > 0 и аналитическая вектор-функция ε 
→ (v(ε), ω(ε),κ(ε)) из (−ε0, ε0)

в Cσ
2π(W 2

p,N (Q))∩C1,σ
2π (Lp(Q))×R×R такая, что v(0) = 0, ω(0) = 1, κ(0) = 0 и v(ε) не постоянна

по τ при ε �= 0.
Функция u(x, t, ε) = w(κ(ε)) + v(x, τ, ε) является 2π(ω̂ω(ε))−1-периодическим по t решением

задачи (2.1), (2.2), где τ = ω(ε)ω̂t. При этом ω(ε) = 1+ε2ω2 +ε3ω3 + . . . , κ(ε) = ε2κ2 +ε3κ3 + . . . .

Более того, существует δ0 > 0 такое, что если κ̄, ω̄ ∈ R и v̄ ∈ Cσ
2π(W 2

p,N (Q)) ∩ C1,σ
2π (Lp(Q))

удовлетворяют условиям

v̄′(τ) = (ω̂ω̄)−1f(v̄(τ), κ̄), τ ∈ R,

‖v̄‖
Cσ

2π(W 2
p,N (Q))∩C1,σ

2π (Lp(Q))
< δ0, |κ̄| < δ0, |1 − ω̄| < δ0,

то существуют θ ∈ [0, 2π) и ε ∈ (−ε0, ε0) такие, что κ̄ = κ(ε), ω̄ = ω(ε), v̄(τ) = v(x, τ + θ, ε).

Автор благодарен профессору А. Л. Скубачевскому за постановку задачи и постоянное внимание
к этой работе. Автор также благодарен Р. В. Шамину за обсуждение работы и ряд советов.
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