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О бифуркации Андронова–Хопфа для квазилинейных
параболических функционально-дифференциальных уравнений

с преобразованиями пространственных переменных

Е.М. Варфоломеев

Нелинейная оптическая система с преобразованиями поля в двумерной обратной
связи описывается следующей задачей Неймана [1]:

ut + u = D∆u + K

�
1 +

NX
i=1

γi cos ugi

�
, x ∈ Q, t ∈ R, (1)

(∂u/∂eν)
��
∂Q×R = 0. (2)

Здесь Q ⊂ Rn – ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞; D, K, γ1, . . . , γN ∈ R –
постоянные коэффициенты, не равные нулю; ugi = u(gi(x), t), gi : Q → gi(Q) – взаимно
однозначные преобразования, i = 1, . . . , N ; ν – единичный вектор внешней нормали
к ∂Q в точке x, eν = (ν, 0).

С точки зрения приложений представляет интерес изучение бифуркации Андро-
нова–Хопфа периодических решений указанного уравнения. Во многих работах (см.,
например, [2], [3]) эта задача рассматривалась при условии, что область Q – окруж-
ность или круг с одним преобразованием переменных в виде вращения на постоянный
угол и сжатия. Случай произвольных области Q и одного преобразования перемен-
ных изучался в работе [4]. В работе [5] использовалась нормальность линеаризованно-
го оператора задачи. Нормальность такого оператора в случае двух преобразований
переменных рассматривалась в работе [6].

В настоящей работе обобщены результаты работы [4] на случай конечного числа
преобразований переменных. Для этого используются методы исследования бифур-
кации Андронова–Хопфа в бесконечномерных задачах, развитые в работах [7], [8].

Условие 1. gi(Q) ⊆ Q, gi(x) 6≡ x (x ∈ Q), i = 1, . . . , N .

Условие 2. Операторы Gi : Lp(Q) → Lp(Q), (Giu)(x) = u(gi(x)), i = 1, . . . , N ,
ограничены.

Решение w задачи (1), (2) называется пространственно-однородным стационар-
ным решением, если оно не зависит от x ∈ Q и t ∈ R. Оно удовлетворяет трансцен-
дентному уравнению

w = K

�
1 +

NX
i=1

γi cos w

�
. (3)

Условие 3. 1 + bK sin bwPN
i=0 γi 6= 0, где bw – решение уравнения (3) для K = bK .

Обозначим через Cσ
2π(X) пространство всех σ-непрерывных по Гёльдеру 2π-пери-

одических функций ϕ : R → X с нормой

‖ϕ‖Cσ
2π(X) = sup

06t62π
‖ϕ(t)‖X + sup

06s<t62π
‖ϕ(t)− ϕ(s)‖X/(t− s)σ,

где X – вещественное банахово пространство, 0 < σ < 1.
Пусть C1,σ

2π (X) – банахово пространство дифференцируемых функций ϕ : R → X
таких, что ϕ и ϕ′ принадлежат Cσ

2π(X) с нормой ‖ϕ‖
C

1,σ
2π (X)

= sup06t62π ‖ϕ(t)‖X +

‖ϕ′‖Cσ
2π(X).

Обозначим через W k
p (Q) (fW k

p (Q)) пространство Соболева вещественнозначных
(комплекснозначных) функций с обобщенными производными вплоть до порядка k
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из Lp(Q) (eLp(Q)). Пусть W 2
p,N (Q) = {v ∈ W 2

p (Q) : (∂v/∂ν)|∂Q = 0}, fW 2
p,N (Q) =

{v ∈ fW 2
p (Q) : (∂v/∂ν)|∂Q = 0}.

Положим K = bK+κ. Пусть w = w(κ) удовлетворяет уравнению (3) для K = bK+κ
и w(0) = bw. Представим решение задачи (1), (2) в виде u(x, t, κ) = w(κ) + v(x, t, κ).
Уравнение (1) примет вид

vt = f(v, κ),

где f(v, κ) = D∆v − v + ( bK + κ)
PN

i=1 γi

�
cos(w(κ) + vgi)− cos w(κ)

�
.

Введем оператор L (κ) : D(L (κ)) ⊂ Lp(Q) → Lp(Q) с областью определения
D(L (κ)) = W 2

p,N (Q) по формуле L (κ)v = fv(0, κ)v = D∆v − v − ( bK + κ) sin w(κ)×PN
i=1 γivgi . Рассмотрим оператор fL (κ) : D( fL (κ)) ⊂ eLp(Q) → eLp(Q) с областью

определения D( fL (κ)) = fW 2
p,N (Q), заданный по формуле fL (κ) = L (κ)v1 + iL (κ)v2,

где v1, v2 ∈ D(L (κ)), v = v1 + iv2.
Обозначим через λs(κ) = δs(κ) + iωs(κ), s = 1, 2, . . . , собственные значения опера-

тора fL (κ).

Условие 4. λ1(0)= ibω – простое собственное значение оператора fL (0): D( fL (κ))

⊂ eLp(Q) → eLp(Q), причем bω > 0, kbωi /∈ σ( fL (0)), k = 0, 2, 3, . . . , и δ′1(0) 6= 0.

Положим τ = bωω(κ)t, где ω(κ) – неизвестная частота, близкая к 1, и рассмотрим
2π-периодические решения уравнения

vτ = (bωω(κ))−1f(v(τ), κ), τ ∈ R.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1–4. Зафиксируем σ ∈ (0, 1) и p > n/2.
Тогда существуют ε0 > 0, аналитическая вектор-функция ε 7→ (v(ε), ω(ε), κ(ε))

из (−ε0, ε0) в Cσ
2π(W 2

p,N (Q)) ∩ C1,σ
2π (Lp(Q)) × R × R такая, что v(0) = 0, ω(0) = 1,

κ(0) = 0 и v(ε) не постоянна по τ при ε 6= 0, и аналитическая функция ε 7→ w(κ(ε))
из (−ε0, ε0) в R.

Функция u(x, t, ε) = w(κ(ε)) + v(x, τ, ε) является 2π(bωω(ε))−1-периодическим по t
решением задачи (1), (2), где τ = ω(ε)bωt. При этом ω(ε) = 1 + ε2ω2 + ε3ω3 + · · · ,
κ(ε) = ε2κ2 + ε3κ3 + · · · .

Более того, существует δ0 > 0 такое, что если κ, ω ∈ R и v ∈ Cσ
2π(W 2

p,N (Q)) ∩
C1,σ

2π (Lp(Q)) удовлетворяют условиям

v′(τ) = (bωω)−1f(v(τ), κ), τ ∈ R,

‖v‖
Cσ

2π(W2
p,N

(Q))∩C
1,σ
2π (Lp(Q))

< δ0, |κ| < δ0, |1− ω| < δ0,

то существуют θ ∈ [0, 2π) и ε ∈ (−ε0, ε0) такие, что κ = κ(ε), ω = ω(ε), v(τ) =
v(x, τ + θ, ε).

Автор глубоко благодарен проф. А.Л. Скубачевскому за постановку задачи и
постоянное внимание к работе.
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